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ALGORYTMY W PRZYKLADACH
Wstep.

Algorytm — skaiczony cag czynndci, przeksztatcagy zbior danych weégiowych na zbiér danych
wyjsciowych (wynikow).

Etapy konstruowania algorytm :

1) sformutowanie zadania — ustalamy jaki problem nzavigzywac algorytm

2) okreslenie danych wégiowych — ich typu ( w typie okékamy, czy danesliczbami
rzeczywistymi, catkowitymi, czy znakami, czytenego typu)

3) okre&ilenie wyniku oraz sposobu jego prezentacji

4) ustalenie metody wykonania zadania gab\y kilka metod na rozwzanie —
wybieramy 4, ktéra wedtug nas jest najlepsza)

5) zapisanie algorytmu za pompwybranej metody (z punktu 4 )

6) Analiza poprawngci rozwiagzania

7) Testowanie rozwazania dla ranych danych (algorytm musi byiniwersalny, aby
stuzy¢ do rozwazywania zadadla r&znych danych weagiowych)

8) Ocena skuteczrioi algorytmu ( praktyczna ocena algorytmu : np bgogci,
skomplikowania)

Sposoby zapisu algorytmu.

Do najczsciej wwywanych sposobOw zapisu algorytmu rale
1) lista krokow
2) pseudagzyk (pseudokod)
3) graficzna prezentacja za pom@chematu blokowego
4) zapis w danymezyku programowania

Zadanie : znal& sredni arytmetyczin dwoéch liczb rzeczywistych

Ad. 1 Lista krokdw charakteryzujeesiym, ze kazdy wiersz opisujcy pojedynczy krok
realizowanej czynriei jest numerowany.

1) pobierz pierwsz liczbe

2) pobierz drug liczbe

3) dodaj liczby do siebie

4) wynik dodawania podziel przez 2
5) wyswietl otrzyman wartasé

6) zakacz

Ad. 2. Pseudajzyk jest metod posrednia migdzy zapisem za pomadisty krokéw a zapisem w
jezyku programowania.

- pocatek

- wprowadzenie X i y rzeczywistych
- wykonanie dziatania (x+y)/2

- pisz wynik

- koniec
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Ad. 4. Ten problem zapisany w postaci programwayku Turbo Pascal
Program Srednia,

Var x, y : Real,
Begin

Readin (x);

Readin (y);

Writeln (‘Srednia arytmetyczna wprowadzonych liczb wynosix+y)/2 :7:2);
End.

Przedstawiony tu algorytm liczenieedniej jest wykonywany zawsze w tej samej kolégno
niezalenie od wartéci danych wejciowych.

Algorytm liniowy (sekwencyjny) — algorytm, w ktorym kolejni@ wykonywanych czynnii jest
taka sama i niezatea od wartéci danych wejciowych.

Ad. 3. Zapis za pomacschematu blokowego.

Schemat blokowy

Schemat blokowy przedstawia algorytm w postaci sylitgraficznych, podajc szczegétowo
wszystkie operacje arytmetyczne, logiczne, przesgtgpomocnicze wraz z kolejéma ich
wykonywania. Sktada sion z wielu elementow, ébd ktérych podstawowym jest blok.

Wyglad bloku Opis
Bloki graniczne — pocatek i koniec algorytmu.
Maja ksztaltt owalu. Z bloku Start wychodzi tylko jedpotaczenie;
@ kazdy schemat blokowy musi mi@loktadnie jeden blok START.
Kazdy schemat blokowy musi née€o najmniej jeden blok STOP.

£ acznik pomkdzy blokami — okréa kierunek przeptywu danych
» | lub kolejna¢ wykonywanych dziata (sciezka sterugca)

¢ Blok kolekcyjny — faczy kilka r&nych drég algorytmu
Blok operacyjny — zawiera operagjlub grug operacji, w ktorych
l wyniku ulega zmianie warfé zmiennej (tu : nadanie zmiennej x
wartasci 10).
np. x:=10 Bloki operacyjne majksztait prostota , wchodzi do niego jedno
l potaczenie i wychodzi tejedno.
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!

/ np. Write (x) /
!

Blok wejscia / wyjscia — blok odpowiedzialny za wykonanie
operacji wprowadzania i wyprowadzania danych, wgmik
komunikatow.

Ma ksztatt rownolegtoboku, wchodzi i wychodzi z ggedno
pofaczenie.

Tak

lub

Tak @ Nie

Blok decyzyjny — okr&la wyboér jednej z dwdch nitiwych drog
dziatania.

Ma ksztalt rombu lub sZeiokata. Wchodzi do niego jedno
pofaczenie, a wychodezdwa : TAK — gdy warunek wpisany
wewmntrz jest spetniony oraz NIE — gdy warunek wpisamewmtrz
nie jest spetniony. Wybor ksztattu bloku zajed nas.

Istnieja oczywicie jeszcze inne bloki, stosowane przyylih projektach, ale my z nich nie

bedziemy korzystéa

Zapiszmy teraz nasz algorytm liczeiadniej w postaci schematu blokowego :

START

/ Read (x, y) /
L

sr = (x+y)/2

A 4

/ Write (sr)

/

A 4

STOP

Mamy juz algorytm, ale brakuje nam jeszcze jednego czynsikawiajcego by zadanie
rozwigzywane za pomagcalgorytmu byto przedstawione w petni precyzyjnispecyfikacji
problemu algorytmicznego.

Specyfikacja problemu algorytmicznegonazywamy doktadny opis problemu algorytmicznego,

ktory ma zostarozwiazany oraz podanie informacji o danych $egwych i wyjsciowych.
Czyli przed naszym algorytmem powinien zrtélsic dodatkowy zapis :

Problem algorytmiczny :
Dane wegciowe:
Dane wyjsciowe:

obliczeniesredniej arytmetycznej dwoch licz rzeczywistych
X, yOR
sri R —srednia liczb x iy
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Dane w algorytmieasnajczsciej przedstawiane za ponplger lub nazw.

Zmienng nazywamy obiekt wygpujacy w algorytmie, okrdony przez nazwi stuzacy do
zapamgtywania okrélonych danych. Zmienna musi miekreslony typ (rzeczywisty, tacuchowy
itp.)

J&li state i zmienne patzymy operatorami to otrzymamy wyemie. State i zmienne wygtujace
W wyrazeniu nazywamyperandami.

Operatory arytmetyczne Operatory relaciji
Symbol | Znaczenie Symbol| Znaczenie

+ dodawanie = rowny

- odejmowanie > wikszy

* mnozenie >= wekszy lub réwny

/ dzielenie < mniejszy
div dzielenie catkowite (3div2 = 1) <= mniejszy lubvny
mod reszta z dzielenia liczb catkowityph <> rozny

Operator przypisania=
Po lewe] stronie operatora przypisaniazensta tylko zmienna !

Operatory logiczne

and - koniunkcja (iloczyn zad N
or - alternatywa (suma zala V
not - negacja (zaprzeczenie zdania) ~

Rachunek zda

X y xandy (x\y) | xory (x\y X not x (~x)
True True True True True False
True | False False True False True
False | True False True
False | Falsg False False

Do tej pory zajmowadmy sk algorytmami liniowymi (sekwencyjnymi) — algorytm, w ktorym
kolejnas¢ wykonywanych czynriei jest taka sama i niezalea od wartéci danych wejciowych.

Wprowadmy sobie dodatkowo instrukcyvyboru (warunkow) oraz pogcie algorytmu
rozgatzionego.

Instrukcj a4 wyboru (warunkowa) to instrukcja, ktorej wykonanie jest uzaione od tego czy
dany warunek zostat spetniony czy tee.

Algorytm rozgateziony to algorytm, w ktérym wyspuja instrukcje warunkowe.

Specyfikacja problemu algorytmicznego

Problem algorytmiczny : okékenie znaku wprowadzonej liczby

Dane wejciowe xXOR

Dane wyjciowe : wynik w postaci napisu ,liczba x jest loazdodatna” jesli x>0 ,
Jliczba x jest zerem” j@i x=0 lub ,liczba x jest ujemna” i x<0.
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/ Read (x); /

Tak x>0 Nie

Tak Nie

A 4

Write ('x jest liczbg Write ('x jest liczba o |
dodatnig); ujemng); Write ('x jest zerem');

v

Warunek musi b§/tak okrg&lony, aby jego ocena prawdziwe byta jednoznaczna.

Instrukcja iteraciji
Zadanie : wypisawszystkie liczby dwucyfrowe.

Wypisz 10
Wypisz 11

Wypisz 99
Algorytm ten sktada giz 90 krokdéw i jest nieefektywny.
Zastosujmy tunstrukcj ¢ iteracji (pgtla) — instrukcja powtarzania danegagu operaciji. Liczba

powtorzéh maze by ustalona przed wykonaniem instrukcji lub za@alee od spetnienia
pewnego warunku, ktory jest sprawdzany wdej iteracji.
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@ Poniej przedstawiamy trzy podstawowe przypadki iteraciji
stosowanych w algorytmach.

X :=10;
>

—
/ Wite (x); / Instrukeja I Ne
X = X+1
¢ Najpierw sprawdzany jest warunek, potem wykonywana
. jest instrukcja. ( dopéki spetniony jest warunekamyuj
Tak Nie instrukcg - w Pascalu : While warunek do instrukcja )
Najpierw wykonywana jest instrukcja , a potem
—> sprawdzany jest warunek ( wykonuj instrukdppoki
- - spetniony jest warunek — w Pascalu : repeat insjauk
instrukcja until wyrazenie ).
Tak Nie
1:=0;

Instrukcja wykonywana jest z gory
ustalor (max) ilas¢ razy (w Pascalu : =i+
For zmienna := wyrgenie_1 to max do
(downto) instrukcja )

warunek
i=max

W petli tej wartas¢ licznika ,,i”
zwigkszana jest 0 1 po kae] instrukcja
wykonywanej instrukcji czyli jest
inkrementowana
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Ztozonas¢é obliczeniowa algorytmu.

Pod& algorytm, ktéry pobiera na wégju liczbe catkowita dodatni mniejsz od 100 i wyprowadza
informacg, czy jest to liczba parzysta czy nie.

Problem algorytmiczny . badanie parzysidiczby podanej na wigiu

Dane wejciowe :XON ,x<100 - badana liczba

Dane wyjciowe . napis ,, x jest liczbparzyst” gdy podana liczba jest parzysta lub
napis , X jest liczh nieparzyst” gdy podana liczba jest nieparzysta

Zmienne pomocnicze ;0N - zmienna licznikowa

Algorytm 1

—

/ Read (x); /

Write ('x nie jest Iiczba/
parzystg);

Write ('x jest liczbg /
parzysta');

Opis : pobieramy liczbi sprawdzamy warunek czy jest to liczba dodatpelnoczénie mniejsza
od 100. Jdi tak to poréwnujemyq z kazda liczba parzysd i pocawszy od 2. Jdi wejsciowa
liczba x jest liczh nieparzyst to mamy w tym algorytmie maksymailnie 49 poréwnej liczby z
liczba ,i".
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Algorytm 2

—

/ Read (x); /

Nie . Nie
| > X

i Tak
=i+ blie

Write ('x nie jest Iiczbq/
parzysta):

Write ('x jest liczba /
parzystg');

Podany algorytm 2 jest prawie identyczny z algosimil — jedyna rnica to poréwnywanie ,,i
nie z liczka 100 ale z podanliczba x. W tym przypadku dla x nieparzystego > 1 licpoadwna
bedzie wynosita (x-1)/2 lub dla x=1 jedno poréwrani

Czyli algorytm 2 jest algorytmem lepszym.

Oczywiscie w przypadku podania liczby parzystej liczbaguanah w obu algorytmachdalzie
jednakowa.

W celu oceny algorytmu wprowadzono goe ztozonasci obliczeniowej algorytmu ( potocznie —
algorytm, ktory rozwizujac to samo zadanie wykona mniej operacji).
Na ztazonci¢ obliczeniows algorytmu sktada si:

- ztozonos¢ pamieciowa —zalezy ona od wielkéci pameci komputera potrzebnej do
realizacji algorytmu w postaci programu komputergaeZtazonas¢ pamkeciowa jest
najczsciej proporcjonalna do ikei zmiennych aytych w algorytmie.

- ztozonos¢ czasowa -pozwala oszacowsaczas potrzebny na wykonanie algorytmu.
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Realizacja algorytmow w arkuszu kalkulacyjnym

Problem algorytmiczny : Obliczenie pola powierzdnajkata na podstawie dtugoi trzech
odcinkéw ( zastosowanie wzoru Herona )

S=/p(p-a) (p-b)p-0) gdzie p= @+b+o).

Uwaga : tréjlst powstanie tylko wtedy, gdy diugbboku najweékszego
jest mniejsza od sumy dwoch ngstych bokow

Dane wyjciowe : $1 R" — pole trojlkta o bokach a,b i ¢ lub napis , Z podanych odcinkow
nie mazna zbudowatrojkata”.

Zmienne pomocnicze : [pR"
Read (a);
Read (b);
Read (c);

(a+b >c) and
(a+c > b) and
(ctb > a)

NIE TAK

Write (‘Z podanych S:= \/p(p —a){p-b)LUp-0);
odcinkéw nie mana
zbudowa tréjkata’);

A 4
Write (S);

A 4

( KONIEC )

Jest to tak zwanylgorytm niestabilny. W algorytmie takim kidy z zaokgglen wynikow
pasrednich ( w tym wypadku ,p” ) magwptywaé na niedoktadn@ wynikéw karcowych.
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1. Wyznaczanie NWD i NWW - algorytm Euklidesa
a) Najwickszy Wspolny Dzielnik

Pobieramy dwie liczby naturalne, odekgzej z nich odejmujemy mniegza nastpnie
wieksz liczbe zastpujemy r&nica. Postpujemy tak do momentu, gdy dwie liczbyda
rowne. Otrzymana liczbagtizie NWD.

Przyktad : a =12 , b = 20, poniesve > ato b =20-12=8, teraz a>b czyli a824,
dalej b>a czylib=8-4=4 ia=4adtNWD =4

Problem algorytmiczny . najwkszy wspolny dzielnik dwoch liczb
Dane wejciowe ca,bON
Dane wyjciowe : NWD (a,b)

Read (a);
Read (b);

TAK a=b NIE

A 4

i Write (a); ;

STOF

Zastosowano tu wiaiwosci :
NWD (a,b) = NWD(a-b,b) jdia>b
NWD (a,b) = NWD(a,b-a) i b > a

Zmodyfikowany algorytm Euklidesa
Réwnie czsto stosuje gimodyfikacg algorytmu NWD (a,b) = NWD(a mod b, b — (a mod b))
Bedziemy iteracyjnie zmienéawartasci a i b & do momentu, gdy a egjnie warté¢ 0.

Przyktad : a=12,b =20 , a=12mod 20 = b2-,20 — 12 = 8 naginie a=12mod 8 =4,
b=8-4=4 ,inagbny krok a=4mod 4 =0 czylib=NWD =4
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( START )

A 4

Read (a);
Read (b

P 4

NIE

TaK < 2”0

A 4 A 4
| | a:=amodb; i Write (b); ;
b:=b-a

A 4

( STOF )

b) Najmniejsza Wspdlna Wielokroté® (dwaoch liczb naturalnych)
(najmniejsza z liczb, ktéra jest podzielna prze aé liczby)

Algorytm ten opiera gina algorytmie NWD oraz na wzorze :
NWW (a,b) = (a*b) div NWD (a,b)

Cwiczenie :

Posiadamy dwa czerpaki o pojerdciach 4 i 6 litrow, pusty pojemnik o dej pojemndci oraz
nieograniczoa ilos¢ wody (np. z kranu). Podaj spos6b napetnienia pojleanl5 litrami wody, przy
czym woda mege byt wlewana lub wylewana z pojemnika tylko petnymi rgakami.

Rozwigzanie (ogolne) :
m — pojemné&c pierwszego czerpaka (tu 4 litry )
n — pojemné&¢ drugiego czerpaka ( tu 6 litrow )
k — pojemné¢ do napetnienia ( tu 15 litrow )
X — liczba ruchow czerpaka 1
y — liczba ruchéw czerpaka 2

J&li wlewamy wod; czerpakiem 1 to traktujemy to z plusentlijarylewamy z naczynia to
z minusem. Ji wlewalismy woct 5 razy , a wylewadmy wodk 3 razy to liczba ruchow czerpaka
wynosi 5-3 = 2. Jdi natomiast wlewakmy 2 razy, a wylewadimy 5 razy to liczba ruchow
czerpaka jest rowna 2-5 = -3.

Tak wiec aby problem byt rozwzany musi zostaspetnione réwnanie :

mx + ny = k
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Pozostaje wic problem znalezienia dla ustalonych m i n (pojefohczerpakéw) znalezienia
odpowiednich warteci x i y (CALKOWITYCH).

Zwrdéémy uwag;, ze dla naszegéwiczenia, rownanie ma postax+6y=15.

Jw na pierwszy rzut oka widaze rOwnanie to nie ma rozgaania w zbiorze liczb catkowitych
( Lewa strona r-nia jest parzysta, prawa niepaagyst

A réwnanie 4x+8y = 10 ?
Réwnanie to take nie ma rozwizania — lewa strona jest podzielna przez 4 , a prae/
(pamktajmy — liczby catkowite).

Stad wniosek : rownanie to ma rozyzanie, gdy k=NWD (n,m). { ogélniej gdy z*k = NWDm) }
No to zastosujmy algorytm Euklidesa NWD.

Zmodyfikujmy zadanie :
m= 12
n=21
k=3

12x + 21y =9
Szukamy :
Wykorzystamy tu zalsos¢ :a=q*b +r gdzier -reszta 0=<r<b
czyli 1) 21=1*12+9
2)12=1*9+3
3) 9=3*3+0
stad NWD (12,21) = 3

Z rbwnania 2) wyznaczamy 3 (NWD) 12- 1*9 =3
Z rGwnania 1) wyznaczamy 9 i wstawiamy do rowaa?)i 21-1*12=9

12-1*9 =3

12 — 1* (21-1*12) = 3

Czyli 2*12 — 1*21 =3 Wlewamy 2 * 12 i wylewamy 21
ZADANIE 1

Za pomoa samodzielnie napisanego programu wygeneéqui& tekstowy o nazwie ,liczby.txt”
zawierajcy 5001 liczb losowych z zakresu <0, 10 000>.
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2. Najwigkszy i najmniejszy element zbioru.
ZADANIE 2
Znalez¢ w pliku ,liczby.txt” najwigksza i najmniejsa liczbe.

Wykorzystamy tu , poznany wcgeej, zmodyfikowany schemat blokowy na znajdowanie
najmniejszej (porxej) i najwickszej liczby.

START
Read (k);

Read (a);

W analogiczny sposob
mozemy znalec
najwickszy element w
ciagu wprowadzanych

l

Il | ¥

min := &; kolejno liczb.
> Sprawdzamy tylko, czy
Y kolejno wprowadzona
NIE (o1 TAK _ _ liczba jgst wgksza od
Write (min); aktualnie
wprowadzonego
N v maksimum.
i Read (a); ;
( sToF )
A 4
ki=k-1

Zwréémy uwag, ze zastosowanie tych dwoéch algorytmow nie jest jedesne, tzn. nie
wyznaczamy najwkszej i najmniejszej wielkiei jednoczénie — przebiegamy dwukrotnie nasz
zbior. Ale maemy te dwa algorytmy patzy¢ i spowodowad, ze otrzymamy wart&d maks i min
jednoczénie. Zwr&my uwag, ze w kadym z algorytmow wykonywane jest sprawdzenie czy X
y przy czym w algorytmie na maks x jest kandydatenw algorytmie na min y jest kandydatem.

Algorytm w postaci listy krokow :

Dane : zbior n liczb
Wyniki : max i min , odpowiednio najwkszy i najmniejszy element w zbiorze danych
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Krok 1: Podzielenie i patzenie elementéw zbioru w paryslie jest liczky nieparzyst, to jeden
z elementéw pozostanie wolny — oznaczymy go kczb

Krok 2 : Poréwnanie elementéw w parze igbalenie liczb do odpowiednich zbioréw. ( mamy
par liczb x i y. Przyp&émy, ze x >y , wobec tego x dgizamy do zbioru dla
kandydatow na maks — zbior M, a 'y do zbioru dladyalatow na min — zbiér N )

Krok 3 : Znajdujemy max w zbiorze M za pomaigorytmu na maksimum

Krok 4 :  Znajdujemy min w zbiorze N za pomaggorytmu na minimum

Krok 5: Jali n jest liczly nieparzyst to jesli z < min to min =z, j&li z > max to max = z.

Uwaga : Tak naprawedvszystkie kroki realizujemy na jednym zbiorze damprzestawiag tylko
elementy w parach tak aby element pierwszy w paykeickszy od elementu drugiego
w parze.

Przykiad : Mamy zbiér liczb : 1,4,3,2,4,9,5,7

Krok 1 : podzielenie zbioru i pgtzenie elementow w pary : {1,4}, {3,2}, {4,9} 57}
Krok 2 : porownanie elementéw w parach: {1>4} {3>2} {4>9} {5>7}

J&li prawda to pierwszy element z pary przenosimyblioru M , a drugi do N , i fatsz to drugi
element z pary przenosimy do M, a pierwszy do N.

Czyli nasz zbiér wyglda teraz tak : 4,1,3,2,9,4,7,5 — z&dwag;, ze elementy o indeksie
nieparzystym to zbior M (maks) , a o indeksie patyy to zbioér N (min).

Oczywiécie mazna zamierd zbiory M i N ze sob— nieparzyste to N , parzyste to M.

Krok 3 : znajdujemy w zbiorze M waidé max
Krok 4 : znajdujemy w zbiorze N wa&®min
Krok 5 : opuszczamy - n licalparzysi.

Przedstawiony wiej algorytm typudziel i zwyciezaj jest najoptymalniejszym algorytmem
wyszukiwania wartéci maksymalnej i minimalnej w zbiorze.

3. Poszukiwanie lidera w zbiorze.
ZADANIE 3
Znalez¢ w pliku ,liczby.txt” lidera zbioru.

Liderem nazywamy element, ktory wygtije w zbiorze wicej niz potow razy, czyli wicej niz
n/2 razy, gdzie n jest licakelementow zbioru.

Problem znajdowania lidera w zbiorze ma na przykiastosowanie w liczeniu gtosow w
wyborach, gdzie kandydat musi uzyskeiccej niz potowe gtosow.

Algorytm w postaci listy krokow :
Algorytm ten skitada giz dwdéch etapdw. W pierwszym szukamy kandydatadesd, w drugim
sprawdzamy, czy znaleziony kandydat jest rzec&yiwiliderem.

Dane : zbior {%, X2, ...... %} ztozony z n elementow
Wynik : lider L w zbiorze lub informacjae zbidr nie zawiera lidera
Dane pomocnicze : ¢ — krotftokandydata na lidera
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Krok 1: przyjmujemy pierwszy element zbioru z#elia oraz ogtotliwos¢ ¢ = 1

{etap 1}

Krok 2 : dla kolejnych wartwi i = 2,3,......, n wykonaj kroki 3-5 , a ngghie przejd do kroku 6

Krok 3 : j&li c = 0 to wykonaj krok 4, a w przeciwnym wypadkiok 5

Krok 4 : {obieramy nowego kandydata na lidera ¥}ymujemy x za lidera L , c=1

Krok 5: {poréwnujemy kolejny element zbi6r z kawldtem na lidera } 38 xi = L to c=c+1, w
przeciwnym przypadkuc=c -1

{etap 2 }

Krok 6 : j&lic =0 to przejd do kroku 7, a w przeciwnym przypadku do kroku 8

Krok 7 :  Zbiér nie ma lidera — koniec algorytmu

Krok 8 : wyznacz ile razy kandydat na lidera wpsiie w zbiorze. Ji liczba ta jest w¢ksza od
n/2, to L jest rzeczywcie liderem, jéli nie to zbidér nie ma lidera.
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Schemat blokowy

1 START )
Wczytanie

< zbioru
A 4
L:= x[1];
c=1; ii=2;
54
NIE TAK
i>n
NIE TAK
TAK
L = x[i]; Y
=1 c:=0;
i:=0;

I

+
=

A

i
+
=
A

NIE TAK
\4 c>n/2

\ 4 \ 4
Brak lider: Jest lidel- L

STOP

ZADANIE 5

Wyszuka w zbiorze ,lista.txt” zadanliczbe np. 232 oraz podgej pozycg.

Strona 19 z 185



4. Przeszukiwanie sekwencyjne.

Zadanie przeszukiwania sekwencyjnego polega nagldamniu kolejnych elementéw zbioru.
Znaleziony element zostaje zwrdocony (zwykle intejesias nie sam element, ale jego pozycja w
zbiorze) lub algorytm zwraca informagjz poszukiwanego elementu w zbiorze nie ma.

Poniewa wymagane jest sprawdzenie Kkolejnych elementéw rabioto w przypadku
pesymistycznym (brak poszukiwanego elementu, @b ¢g&@ na samym kau zbioru) algorytm
musi wykong n poroéwna, gdzie n jest liczip elementédw w zbiorze. Pesymistycznazohocsé
czasowa jest nagiujaca:

W(n) =n
Specyfikacja algorytmu :
Dane wejciowe :

n - liczba elementéw w sortowanym zbiorae,N
d[] - zbior n-elementowy, ktérycozie przeszukiwany. Elementy zbioru majdeksy od 1 do
n.

X - wartag¢ poszukiwana
Dane wyjciowe :
p - pozycja elementaw zbiorze d[ ]. J&i p = 0, to element w zbiorze nie wyspuje.

Lista krokow

Krok 1 : p:=1;

Krok 2 : Dopoki (p< n) and (x <>
d[p]) wykonujp:=p +1

Krok 3 : Jalip>n,top:=0

Krok 4 : Zakacz algorytm

Schemat blokowy.

Przeszukiwanie zbioru rozpoczynamy od
pierwszego elementu. Zmienna p
przechowuje pozyejsprawdzanego
elementu i na poatku przyjmuje wartéé

1.

W petli warunkowej najpierw sprawdzamy,
czy pozycja p wskazuje element wetra
zbioru. Jéli nie, petla jest przerywana.
Drugi test w ptli sprawdza, czy element
zbioru lezacy na pozycji p jest iy od

b 4 poszukiwanego elementu x.sletak, to
pozycja p jest zwkszana o 1 wskazg
kolejny element zbioru iqtla kontynuuje
si¢. Jali nie, to element zostat znaleziony |

Y TAK petla zostaje przerwana.
[ STOP }eq 0:= 0: Wyjscie  z @f“ przeszukujcej zbior
nastpuje w dwoch przypadkach:
1) przeghdnicty zostat caly zbidr,

elementu x nie znaleziono i pozycja p

jest wiksza od n.
2) znaleziono element x w zbiorze na pozycji p.

Strona 20 z 185



Zatem w przypadku gdy p > n, elementu x nie znalezii zerujemy pozyejp, aby zgtosi ten
fakt. Inaczej p zawiera pozycyv zbiorze, na ktérej znajdujeggposzukiwany przez nas element x.

Ostatni test wigciwie nie jest konieczny - program wykorzysity ten algorytm mze przecie
sprawdzt, czy p jest wgksze od n. Jednak wyzerowanie p jest bardziej czytelne i intuicyjne
zbiorze nie ma elementu na pozycji zero. Zwracaer w przypadku niepowodzenia jestsip
stosowan praktyks w programowaniu (j# zero jest maliwa wartgcia, to czsto zwraca si
minus jeden dla zaznaczenia paig.

5. Wyszukiwanie z wartownikiem.

W algorytmie wyszukiwania sekwencyjnego
znajduje s¢ petla wyszukujca. W pitli
sprawdzaneasdwa warunki. Pierwszy z nich
(zaznaczony czerwan linia na rysunku
obok) jest potrzebny tylko wtedy, gdy zbi6r
d[ ] nie zawiera poszukiwanego elementu o
wartasci x. W takim przypadku wymieniony
warunek gwarantuje zakozenie ptli
przeszukujcej po przegidnigciu wszystkich
elementéw zbioru. Indeks p przyjmuje
wartes¢ n + 1.

Warunek jest sprawdzany dla Zkego
elementu  zbioru. 38  moglibysmy
zagwarantowd iz poszukiwany element
zawsze zostanie znaleziony, to wtedy
warunek ten statby sizbedny.

Mozemy doprowadZi do takiej sytuacji
dodajpc na kacu zbioru poszukiwany
element. Wtedy ¢la przeszukujca
zakaiczy sk albo na elemencie x Agcym
p>n wewntrz zbioru, albo na elemencie x, ktory
zostat dodany do zbioru. W pierwszym
przypadku zmienna p ¢bzie wskazywata

¥ TAK pozyck znalezionego elementu i pozycja ta
( STOP )' L1 p=0; bedzie mniejsza lub réwna n, a w drugim
przypadku (gdy element x w zbiorze nie
wystepuje) zmienna p wska pozycg dodanego przez nas elementu, czyli n + 1. Poriiguatia ta
zawsze zakficzy sk, to mazemy pominé pierwszy warunek pozostawaajjedynie test na umosé¢
od x. Uproszczenie to da w wyniku wzrosggtkosci wyszukiwania.
Dodany przez nas element naiko zbioru nosi nazgewartownika (ang. guard lub sentinel), adst
pochodzi nazwa algorytmu - przeszukiwanie z wariki@m. Klasa ztaondsci obliczeniowej
wynosio(n).
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Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementéw w zbiorze wejowym

d[] - zbior wegciowy, w ktérym dokonujemy poszukiralndeksy elementéw rozpoczyadajie
od 1. Zbiér musi posiadaniejsce na dodatkowy element, ktéry zostanie dopisia
koncu.

X - wartag¢ poszukiwana

Dane wyjciowe :

p - pozycja elementu x w zbiorze d[ |sli¢ = 0, to element x w zbiorze nie wgptije

Lista krokow

Krok 1 : din + 1] :=x;

Krok 2 : p:=1;

Krok 3 : Dopodki x <> d[p]: wykonujp:=p+1
Krok 4 : Jélip>n,top:=0

Krok 5 : Zakacz algorytm

Schemat blokowy

Na samym pocgku algorytmu
dopisujemy do zbioru wartownika.
Przeszukiwanie rozpoczynamy od
pierwszego elementu, dlatego p
przyjmuje warté¢ 1.

Petla przeszukujca poréwnuje kolejne
elementy zbioru z warfoia
poszukiwan. J&li sa rozne, to
przesuwa & do nastpnej pozyciji.
Wartownik  gwarantuje  nam, zi
przeszukiwanie zawszegsdakaczy.

Gdy petla przeszukujca zostanie
zakaiczona, zmienna p przechowuje
pozycg elementu zbioru réwnego X.
Jeili p wskazuje wartownika, to zbior
nie zawiera poszukiwanego elementu -
w takim przypadku zerujemy pozycj
p, aby zglosi porake. Konczymy
algorytm.
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Przyktadowy program :

Program Szukaj_Z_ Wartownikiem;

Uses Crt;
Const liczba_elementow = 5001;
Var pliczek : Text;

tablica_liczb : Array [1..liczba_elementow-df]Integer;
liczba txt  : String;
p,liczba,code,x : Integer;

Begin
ClrScr;
Assign (pliczek,'liczby.txt");
{$!-} { dyrektywa lokalna powodujaca, ze przydulzie 10 program sie nie "wysypie" }
Reset (pliczek);
{$1+}
If IOResult = 0 Then
Begin
Writeln (* Wczytywanie danych do tablicy ;
For p:= 1 to liczba_elementow do
Begin
ReadIn (pliczek,liczba_txt);
Val (liczba_txt,liczba,code);
If code = 0 Then tablica_liczb [p] :e2ba;
End;
Close (pliczek);
End Else Writeln ('Blad otwarcia pliku liczixt");

Writeln;

Write (' Podaj poszukiwana liczbe : ");

ReadIn (x);

tablica_liczb [liczba_elementow+1] ;= X;

p:=1;

While x <> tablica_liczb [p] Do p:= p +1;

If p > liczba_elementow Then Writeln (* Nie zezibno liczby ',x," w pliku’)
Else Writeln (' Poszukiwana liczba ',x," ad&étznaleziona na pozycji ',p);

Repeat Until KeyPressed;
End.
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ZADANIE 6

Znalez¢ w pliku ,liczby.txt” liczbe, ktéra powtarza sinajczsciej.
6. Wyszukiwanie najczstszego elementu zbioru.
Sposob 1.

Pierwszym, narzucagym sk rozwiazaniem jest pode&gie bezpérednie. Wybieramy ze zbioru
kolejne elementy i zliczamy ich wyglienia. Wynikiem jest element, ktéry wgpbwat najczsciej.
Policzmy czasow ztozoncs¢ obliczeniowa takiego algorytmu: wybor n elementow wymaga n
operaciji. Po kadym wyborze musimy wykordan poréwna wybranego elementu z elementami
zbioru w celu zliczenia ikzi jego wysapien. Daje to wynik: T(n) = ii. Zatem algorytm w tej
postaci posiada klasztozonasci O(1f). W dalszej cgsci zastanowimy sinad sposobami poprawy
tego wyniku. (Zadanie o podobnejdtepojawito st na maturze z informatyki w 2006 roku).
Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementow w zbiorze wejowym

d[] - zbior wegciowy, w ktérym dokonujemy poszukiralndeksy elementéw rozpoczyadajie
od 1. Zbiér musi posiadaniejsce na dodatkowy element, ktéry zostanie dopisia
koncu.

Dane wyjciowe :

w_n - wartd¢ elementu powtarzagego st najczsciej
p_n - pierwsza pozycja elementu nagtszego
L n -liczba wysipien najczstszego elementu

Zmienne pomocnicze :

] - zmienne licznikowe gtli
licznik - licznik wystpien elementu

Lista krokow

Krok 1 : w n:=d[1;p_n:=1Ln:=1

Krok 2 : Dlai=1,2,...,n: wykonuj kroki 3...5

Krok 3 : licznik := 0;

Krok 4 : Dlaj=1,2,...,n: g d[i] = d[j], to licznik := licznik + 1;
Krok 5 : Jéli licznik >L_n,tow_n:=d[i]; p_n:=1i; L_n :=licznik
Krok 6 : Zakacz algorytm
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Schemat blokowy

Algorytm wyszukiwania

( START ) najczsciej  pojawiajp-
cego st elementu w

v zbiorze rozpoczynamy
w_n = d[1]; od inicjalizacji
p_n:=1; zmiennych, ktorych
Ln:=1 zawartgce bedzie
=1 wynikiem pracy
| ( sToP ) algorytmu.

7y Do w_n trafia pierwszy

NIE — .
element zbioru -
tymczasowo bdzie to

najczstszy element. W

licznik := 0; p_n umieszczamy

j=0; ' @ pozyck tego elementu,

czyli 1. Do L.n

NIE zapisujemy liczb

2NlE TAK wystapien, tez 1.

) Rozpoczynamy ¢lg nr

wn = il 1, ktora wybiera ze
TAK L np_;: iizz’mk; zbioru kolejne elementy.

W  zmiennej licznik
bedziemy zliczé ilos¢
wystapien elementu d[i].

TAK i _‘i'+ " Dokonuje tego
licznik := licznik + 1; : : wewrgtrzna gtla nr 2,
I ktéra przegida kolejne

— elementy zbioru i j&i sa
J=1+ L rowne elementowi d]i],

zwicksza o 1 stan
licznika. Po zakaczeniu

tej petli w zmiennej licznik mamy liczb wystapien w zbiorze elementu d[i]. dk licznik zawiera
wartas¢ wieksz od ilosci powtérzér tymczasowego elementu L n, to za nowy tymczasowy
element przyjmujemy d[i]. Do w_n trafia wastoelementu, do p_n zapisujemy numer jego pozycji,
czyli i, a do L_n zapisujemy wyznaczpw zmiennej licznik liczh powtorzé.

Na kaicu pgetli nr 1 zwigkszamy i o 1, czyli przechodzimy do kolejnego elatunew zbiorze i
operacg zliczania powtarzamy.

Po zakaczeniu gtli nr 1 w zmiennej w_n mamy waié najczsciej powtarzajcego st elementu,

W p_n jest pozycja jego pierwszego pojawieniavgizbiorze, a w L_n mamy wyznaczpiosé
wystapien.

Algorytm jest bardzo prosty w dziataniu, lecz maektywny - niektére elementys <liczane
wielokrotnie, a niektdre zupetnie niepotrzebnieuWajc te wady usprawnimy algorytm, co jest
celem nasfpnego rozdziatu. W programowaniuesto obowizuje zasada:

Efektywnd¢ algorytmu jest odwrotnie proporcjonalna do jegozehasci. Wynika sid, iz proste
algorytmy mog by¢ mato efektywne, podczas gdy algorytmy:arle dziatag bardzo szybko
pomijajgc operacje zkdne.
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Sposob 2.

Gtéwna ptla nr 1 w poprzednio opisanym algorytmie wybiera zbioru kolejne elementy.
Nastpnie wewrtrzna gtla nr 2 zlicza ich wyspienia poczynac od pocatku zbioru. Jdi
doktadnie rozwaymy sytuact, to dojdziemy do wniosku,zinie jest to konieczne. Qtgjesli
wybierzemy element na pozycji i-tej, a wysbwat on ju wczeniej w zbiorze, to algorytm zliczyt
jego wystpienia. Nie ma sensu powtarzanie jeszcze raz &jagp. Z drugiej strony fi element
na pozycji i-tej jest nowym elementem, to wazej nie wystpowat. W obu przypadkach
wystarczy, jéli zliczymy wystpienia elementu poczyrgj nie od pozycji nr 1, lecz od (i + 1) z
licznikiem rownym 1.:
1. dla elementu, ktory juwczeniej wystpowat, otrzymamy mniejazlos¢ wystpien, lecz nie

ma tozadnego znaczenia, ponieign element zostatjiprzez algorytm przetworzony
2. dla nowego elementu otrzymamy poprawlonsé wystpien

Ta drobna modyfikacja zredukuje toniezkzdnych operacji porowria

Nastpna optymalizacj jest ograniczenie zakresutl nr 1. Po pierwsze nie musimy sprawdza

ostatniego elementu, poniewvaawet jéli jest on elementem nowym, to wgptije w zbiorze co

najwyzej raz. Zatem mgemysmiato ograniczy zakres pierwszejgtli do elementéw od 1 do n - 1.

Jesli péjdziemysmiato za ciosem, to oka sk, iz ilos¢ wykonai petli nr 1 mazna dalej ograniczy

Zatozmy, iz w trakcie pracy algorytm wyznaczyt pewien elemanibru, ktéry powtarza siw nim

L _n razy. W takim przypadku wystarczy zakay¢ przeghdanie zbioru na pozycji n — L_n,

poniewa jesli na kaacowych L_n pozycjach wygbuje nowy element, to i tak niegdizie on

czgstszy od wyznaczonego WEnee).

Podsumujmy nasze modyfikacje:

= Petla wewrgtrzna nr 2 przebiega pozycje od (i + 1) do n-tej

= Petla zewrgtrzna nr 1 przebiega elementy na pozycjach odd€d_n, gdzie L_n jest aktualn
iloscia wystapien elementu najestszego

Drugie usprawnienie jeszcze bardziej zmniejsz& ifvezlzdnych poréwna.

Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementow w zbiorze wejowym
d[] - zbior wepciowy, w ktorym dokonujemy poszukivtalndeksy elementow rozpoczyadajic od 1. Zbior musi
posiadé miejsce na dodatkowy element, ktory zostanie dopisia kdcu.

Dane wyjciowe :
n - wartd¢ elementu powtarzgego s¢ najczsciej

n - pierwsza pozycja elementu nagiszego
n - liczba wysipien najczstszego elementu

W_
P_
L_|
Zmienne pomocnicze :

] - zmienne licznikowe gtli
licznik - licznik wystpien elementu
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Lista krokéw

Krok 1 :
Krok 2 :
Krok 3 :
Krok 4 :
Krok 5 :
Krok 6 :

w_n:=dl];p_n:=1Ln:=1
Dlai=1,2,.n — L _n:wykonuj kroki 3...5

licznik :=1;

Dlaj =i+1, i+2,...,n : jéli d[i] = d[j], to licznik := licznik + 1;

Jéli licznik > L_n, tow_n :=d[i]; p_n :=1; L_n :=licznik

Zakacz algorytm

Schemat blokowy

TAK
licznik := 1;
j=iv <>
NIE TAK
2 NIE
w_n = dJi;
p_n:=i;
TAK L_n :=licznik;
TAK \
i=i+1;
licznik := licznik + 1;

I
v

j=j+ 1

Przedstawiony obok
algorytm wyszukiwania
najczstszego elementu

zbioru jest jedynie
drobra modyfikacp
algorytmu z poprzedniej
wersiji - zmiany
zaznaczono na
schemacie  blokowym
innym  kolorem tta
symboli. Usprawnienia

polegaj na ograniczeniu
liczby wykona obu

petli.

Petla nr 1 wyznacza
elementy zbioru, ktorych
licznos¢ jest wyliczana.
Jej wykonanie
ograniczamy do
elementéw na pozycjach
od 1 do n - In. Ostatnie
In elementow zbioru
mozemy poming,

poniewa nie wptywap

one na wyznaczenie
elementu najagstszego.

Petla nr 2 wylicza
wystapienia wybranych
przez pgtle nr 1

elementow.  Zliczanie
rozpoczynamy od
pozycji i + 1 do n.

Istotne g jedynie nowe elementy, a elementyalee na pozycjach mniejszych od i-tej zostaby ju

przez algorytm zliczone. Pozostalg&zalgorytmu jest niezmieniona.
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Sposob 3

Je&ili elementy zbioru gliczbami catkowitymi (lub dadgsie sprowadzi do liczb catkowitych), to
problem wyszukania najegtszego elementu naea rozwiazac w czasie liniowym wykorzystag
dodatkowe struktury w pagti. Zasada jest nagiujaca:dla katdej liczby ze zbioru
przygotowujemy licznik egtasci. Liczniki zerujemy. Przegflamy zbior zliczaic w licznikach
kolejno napotkane elementy. Ngmstie sprawdzamy, ktory z licznikdw zawiera nafsi; wartas¢.
Element skojarzony z tym licznikiem jest ngtszym elementem zbioru.

Podany algorytm jest szczegolnie korzystny, gdy snauyznaczy najczstszy element svod
duzej liczby elementéw (np. miliony lub dzig#ki milionéw gtoséw) o niewielkim zakresie
wartasci (np. numery kandydatow w wyborach do sejmu ketagu).

Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementéw w zbiorze wejowym

d[] - zbiér wegciowy, w ktorym dokonujemy poszukidalndeksy elementow rozpoczyaaic

od 1. Zbiér musi posiadamiejsce na dodatkowy element, ktéry zostanie dopisia kacu.

Dane wyjciowe :

w_n - wartd¢ elementu powtarzgego s¢ najczsciej
L n -liczba wysipien najczstszego elementu
w_t - true, jéli istnieje element najestszy; false w przypadku braku takiego elementu

Zmienne pomocnicze :
i - zmienna licznikowa gli

L[] - tablica licznikbw wysspien elementow
Licz_n - zlicza ilé¢ L_n w zbiorze licznikow L[ ].

Lista krokéw

Krok 1 : Wyznacz wart@ minimalm w_min oraz warté& maksymala w_max elementoéw w
zbiorze d[ ].

Krok 2 : Przygotuj tabli¢licznikow L[ ] o indeksach od w_min do w_max

Krok 3 : Wyzeruj wszystkie liczniki w tablicy L[ ]

Krok 4 : Dlai=1,2,...,n: L[d[i]] := L[d[i]]+ 1

Krok 5 : L n:=L[w_min]; w_n:=w_min;

Krok 6 : Dlai: =w_min,w_min+1,....w_max :
jesliLlil>L_n,toL _n:=d[i];w_n:=i;

Krok 7 : JaliL_ n=1,tow_t:=Falseiiddo kroku 12

Krok 8 : Licz n:=0;

Krok 9 : Dlai=w_min,w_min+ 1,..w_max:jeL_n =L]i],to Licz_n:=Licz n+1

Krok 10 : JéliLicz n>1,tow _t:=Falseiiddo kroku 12
Krok 11 : w_t :=True
Krok 12 : Zakacz algorytm
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Schemat blokowy

START

Wyznacz w_min oraz
w_max elemetéw wd [ ]

y

Przygotuj tablie licznikow
L[] o indeksach od w_min
do w_max

A 4

Licz_n = L[w_min];
W_n:=w_min;

y

Wyzeruyj liczniki L [ ]

i e

i<=n

TAK
L[d[i]] := L[d[i]] +1;

!

i=i+1;

i <= w_max

TAK

Licz_n:=Licz n+1;

g

w_t:=True
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W pierwszej kolejnéci wyznaczamy warkg minimalra wmin oraz warté¢ maksymalan
wmax elementéw zbioru d[ ]. flenie potrafimy oszacowatych wartdci, to mazemy zastosowa
opisany poprzednio algorytm jednoczesnego znajdmvamartgci minimalnej i maksymalnej,
ktory posiada liniow klasz ztozoncsci obliczeniowej. Wartéci te & nam potrzebne do
przygotowania tablicy L[ ] zawieragej liczniki czstasci, ktore nasfpnie zerujemy. Liczniki &da
zliczaly wystpowanie kadej wartdgci catkowitej w przedziale od w_min do w_max.

Petla nr 1 przebiega przez kolejne elementy zbiorli zljczajac ich wysgpienia w odpowiednich
licznikach. Po jej zakiczeniu tablica L[] zawiera informagji ilosci powtorzér w zbiorze d[ ]
kazdej wartdci z przedziatu od w_min do w_max.

W kolejnym kroku wyszukujemy licznik, ktory zliczylajwicksza ilos¢ powtorzé elementu
- dokonuje tego ¢ila nr 2. W zmiennej L_n mamy maksymalhiczbe powtérzér elementu o
wartasci w_n. Jéli liczba ta wynosi 1, tozaden element zbioru nie powtarza diva razy, zatem
ustawiamy wynik w_t na false i kozymy algorytm.

W przeciwnym razie sprawdzamy wetjp nr 3, czy w tablicy licznikow L[] znajduje silicznik,
ktéry zliczyt tyle samo powtorze Moze sk tak zdarzy, jesli zbior nie zawiera najestszego
elementu, ale zawiera kilka elementow powtai@aih s¢ tyle samo razy. 3& znajdziemy taki
licznik, to wyznaczona w zbiorze jest awej niz jeden element powtarzay sk L_n razy.
Konczymy algorytm z wynikiem negatywnym.sllenatomiast tylko jeden licznik zliczyt war6é
L_n, to w zbiorze istnieje element najstszy i jest to w_n. W takim przypadku ustawiamyniky
w_t na true i kaczymy algorytm.

W przeciwigistwie do algorytméw opisanych w dwoch poprzednadeiatach niniejszy algorytm
nie tylko wyszukuje najestszy element, ale rowniesprawdza, czy znaleziony element jest
faktycznie jedynym, najestszym elementem zbioru.

Klasa czasowej zimnasci obliczeniowej jest rown®(n + m), gdzie n oznacza #delementow, a
m jest ilagicia mazliwych wartcsci elementow.
Klasa pamiciowej ztazonasci obliczeniowej jest rown® (m).

Przyktadowy program.

program searchmf3;

const
N =100; ({liczba elementow w zbiorze }
W_MIN = -9; {dolny zakres elementow }
W_MAX = 9; {gorny zakres elementow }

var

d : array[1..N] of integer;
L : array[W_MIN..W_MAX] of integer
i,L_n,w_n,Licz_n : integer;
w_t : boolean;

begin
writeln('Demonstracja wyszukiwania najczestszelgmentu’);
writeln(' ;
writeln('(C)2006 mgr Jerzy Walaszek | LOrarnowie");
writeln;

{ Generujemy zbior liczb pseudolosowych }

randomize;
fori:=1to N do d[i] := W_MIN + random(W_MAXW_MIN + 1);

{ Zerujemy liczniki }
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fori:=W_MIN to W_MAX do LJi] :=0;

{ Zliczamy elementy zbioru }

fori:=1 to N do inc(L[d[i]]);

{ Wyszukujemy licznik o najwiekszej liczbie powtzan }

L n:=L[W_MIN]; w_n:=W_MIN;
fori:=W_MIN to W_MAX do
if L[i] > L_nthen
begin
L_n:=L]Ji;
w_n:=i
end;

{ Sprawdzamy wyniki wyszukiwania }

if L_n=1thenw_t:=false

else

begin
Licz_ n:=0;
fori:=W_MIN to W_MAX do if L[i] = L_n thenmnc(Licz_n);
w_t = (Licz_n =1);

end,;

{ Prezentujemy wyniki }

fori:=1to Ndo
if w_tand (w_n = d][i]) then
write('(",d[i]:2,")")
else
write(" ",d[i]:2," ");
writeln;
if w_t then
writeIn('Element = ,w_n,", Liczba powtorzerl=n)
else
writeIn("W zbiorze brak elementu najczests2ego’
writeln;

{ Gotowe }
writeln('Nacisnij klawisz Enter...");

readin;
end.
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ZADANIE 7
W pliku ,liczby.txt” znalez¢ drugy najwicksz liczbe.
6.1. Drugi najwikszy element zbioru.

J&li zbior jest uporzdkowany, to zadanie stajegsirywialnie proste - zwracamy przedostatni
element. W przypadku zbioru nieupadkowanego mzemy zbiér posortowa i zwroci
przedostatni element. Jedaaksortowanie jest kosztowne i zajmuje drogocenrgscistnieje o
wiele prostsza metoda, ktéra wymaga jednokrotnegmeghdniccia zbioru, zatem ma Kklas
czasowej ztgponaici obliczeniowejO(n). Co wkcej, nie zmienia ona struktury zbioru (kolejob
elementow) oraz nie wymaga dodatkowej panirzaleznej od ilagci elementow w zbiorze.

Umowmy sk, iz wynikiem poszukiwa bedzie warté¢ elementu zbioru oraz jego paenie, czyli
indeks. Dodatkowo nasz algorytmdzie zwracat wart® oraz potaenie najwgkszego elementu w
zbiorze.

Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementow w zbiorze wejowym
d[] - zbiér wegciowy, w ktorym dokonujemy poszukidalndeksy elementow rozpoczyaajic
od 1.

Dane wyjciowe :

wl - wartag¢ pierwszego najwkszego elementu
w2 - wartag¢ drugiego najwgkszego elementu
pl - pozycja pierwszego napkiszego elementu
p2 - pozycja drugiego najakszego elementu

Zmienne pomocnicze :

i - zmienna licznikowa gli

Lista krokéw

Krok 1 : wl:=d[n]; pl:=n; w2 :=d[n - 1], p2:=n-1

Krok 2 : Jaliw2 >wl to wlow2; plop2

Krok 3 : Dlai=n-2,n-3,..,1: wykonuj kroki..6

Krok 4 : Jali d[i] > w2, to idz do kroku 5 inaczej wykonaj naphy obieg ptli z kroku 3
Krok 5 : w2 :=d[i]; p2:=i;

Krok 6 : Jaéliw2 >wl, to wle w2; plep2

Krok 7 : Zakaicz algorytm
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Schemat blokowy

Na pocatku algorytmu wybieramy ze

( START ) zbioru dwa ostatnie elementy |
umieszczamy je odpowiednio w zmiennych
v wl i w2. Dlaczego rozpoczynamy odriaa
wl := d[n]; zbioru? Ota jesli w przyszigci
pl:=n; posortujemy zbidr stabilnym algorytmem
w2 :=d[n-1]; sortupcym (czyli takim, ktéry nie zmienia
p2:=n-1; kolejncici  elementéw  réwnych), to

wyznaczony przez nasz algorytm drugi

NIE najwickszy element &dzie przedostatnim
elementem zbioru posortowanego.
TAR Rozpoczynajc przeghdanie od pocaku

zbioru nie mielibymy takiej gwarancji (na

Wl o W2 przyktad w przypadku, gdy w zbiorzey s
pl o p2 dwa elementy rowne drugiemu
najwickszemu elementowi zbioru).
H— W zmiennych pl i p2 zapagtujemy
pozycg tych elementow.

Umawiamy s¢, iz wl, pl identyfikuje
najwickszy element w zbiorze, a w2 i p2
identyfikuje drugi najwgkszy element. Po
inicjalizacji zmiennych musimy sprawdzi
czy wprowadzone do nich dane spekpiaj
ten warunek. B nie, to wymieniamy ze
soly odpowiednie zawarfgi zmiennych.
Rozpoczynamy ¢ile przeghdajaca kolejne
elementy zbioru od n - 2 do pierwszego.
Pozycje n i n - 1 pomijamy, poniewa
odpowiadajce im elementysjuz w wl i
w2 o d[i; w2.

P2 o i; W kazdym obiegu ptli sprawdzamy, czy
i-ty element zbioru jest wkszy od
tymczasowego drugiego napkiszego
elementu, czyli w2. 38 tak, to

w2 >wl o i=i-1 - .
- zapamgtujemy  i-ty element w w2 oraz
TAK jego pozyagg w p2. Teraz musimy
sprawdz¢, czy operacja ta nie
wl o w2 spowodowata, 41 w2 stato s wigksze od
Pl p2 wl. Jéli tak, to wymieniamy ze sab

zawartd@ci zmiennych wl z w2 oraz pl z
p2.
Po zakaczeniu gtli w zmiennej wl mamy warté najwickszego elementu zbioru, w pl jego
pozycg w zbiorze, w w2 mamy war§é drugiego najwikszego elementu zbioru i w p2 jego
pozycg. Algorytm kaxczymy.
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6.2. K-ty najwigkszy element zbioru.

J&li k jest niedue, to do wyszukania k-tego napkszego elementu miemy wykorzystéa prosty
algorytm Igdacy rozwiniciem algorytmu z poprzedniego rozdziatu. ©adworzymy list, w ktérej
umiescimy k kaacowych elementow zbioru. Listagliwie posortowana malgo, tzn. element
ostatni lzdzie najmniejszy, a pierwszy napkiszy. Przegidanie zbioru rozpoczniemy od elementu
na (n - k)-tej pozycji do elementu na pozycji niJ&li wybrany element zbiorudalzie wikkszy od
ostatniego elementu listy, to dopiszemy go doiséy kak, aby weciz byta uporadkowana (problem
wstawiania elementu na lisuporadkowarny opisalimy w artykule o algorytmach sortgjych -
sortowanie przez wstawianie). Po operacji wstavai@statni element listycdzie zawsze usuwany
- dzieki temu lista ldzie zawierata zawsze dokiladnie k elementéw. Peghdnicciu catego
zbioru na licie znajdzie si k kolejnych, najwgkszych elementéw, przy czym element pierwszy
bedzie zawierat element najgkiszy, a element k-tydolzie zawierat k-ty najwkszy element w
zbiorze. Tego typu algorytm ma ktastozonasci ©(k* +kn). Jéli k jest state, a zmieniash, to
klasa ztaonasci redukuje si doO(n).

Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementow w zbiorze wejowym

d[] - zbiér wegciowy, w ktorym dokonujemy poszukidalndeksy elementow rozpoczyaaic
od 1.

k - numer poszukiwanego napkszego elementu, k < n

Dane wyjciowe :

naj[] -k elementowa lista zawiesap kolejne, najwiksze elementy zbioru d[ ]. Indeksy
rozpoczyngj si¢c od 1.
Element listy jest rekordem o dwdch polach:
w - pole zawiera wartg kolejnego elementu najekszego
p - pole zawiera pozygjkolejnego elementu najekszego
Elementy listy okrélaja kolejne najwgksze elementy w nagiujacy sposob:
naj[1] - najwkkszy element
naj[2] - drugi najwgkszy element

naj[k] — k-ty najwekszy element
Zmienne pomocnicze :

] - zmienne licznikowe gli
X - zmienna pomocnicza do sortowania listy naj[ ]

Lista krokéw

Krok 1 : Dlai=1,2,...,k: wykonuj kroki 2...5

Krok 2 : ji=i-1;, xw:=d[n-i+1]; xp:=n-i+1
Krok 3 : Dopdki (j > 0) and (xv > naj[j].w): wykonuj krok 4
Krok 4 : najj + 1] :=naj[j]; j:==j-1;

Krok 5 : najfj + 1] := x;
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Krok 6 : Dlai=n-k,n-k-1,..,1: wykonuydki 7..11

Krok 7 : Jali d[i] <= naj[k] .w, to wykonaj nagpny obieg gtli z kroku 6
Krok 8 : ji=k-1; xw =d[i]; x.p:=i

Krok 9 : Dopdki (j > 0) and (xv > naj[j].w): wykonuj krok 10

Krok 10 : naj[j + 1] :=naj[j]; j:==j-1;

Krok 11 : najfj + 1] := x;

Krok 12 : Zakacz algorytm

Schemat blokowy

ji=i-1;

X.W = d[n-i+1]

naj [j+1] := naj[j]; naj [j+1] := naj[j];
==L ==L
najlj+1] = x; |«
najlj+1] = x; |«
i=i+1; i=i+1;

Algorytm wyznaczania k-tego najgkiszego elementu sktadagst dwoéch sortowma Pierwsze
sortowanie realizowane jest przegle nr 1 i gtle nr 2. Celem jest utworzenie posortowanej listy
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naj[ ] zawierajcej k ostatnich elementow zbioru d[ ]. Lista jestrtewana malejco, zatem
pierwszy jej elementdalzie s¢ odnosit do najwikszego elementu, a ostatni do k-tego nefazego
elementu.

Drugie sortowanie realizgjpetle nr 3 i nr 4. W tym przypadkuepa nr 3 wybiera ze zbioru
elementy poczyna¢ od elementu o indeksie n - k ia@dw kierunku pocatku zbioru. Wybrany
element jest porownywany z keem listy naj[ ]. J&i jest wickszy od ostatniego elementu tej listy,
to powinien s na niej znal&. Petla nr 4 szuka miejsca wstawienia naglistaj[ ] wybranego
elementu. Po jej zakezeniu wstawiamy element na wyznaczone miejsceso@.| Zwr& uwag,

iz lista naj[ ] nie rozrasta i Zawsze ostatni element jest tracony i dlatega ksachowuje diug

k elementow.

Po zakdczeniu ptli nr 3 na lécie mamy zebrane k najgkszych elementow w zbiorze (lista
zapamgtuje zarowno wart@ elementu jak i jego pozygjw zbiorze). k-ty najwikszy element
znajduje st na k-tej pozycji na tejdcie. Algorytm kaczy sk.

Zalet algorytmu jest to, z zbior wepciowy nie jest modyfikowany i zachowuje oryginaln
kolejnas¢ elementdw - czasem o to by pozadane. Dla matych warfoi k algorytm ma dosy
duza efektywndc¢ i nie wymaga wiele dodatkowej pagui.

6.3. K-ty najwiekszy element zbioru — wyszukiwanie szybkie .

Istnieje szybki algorytm wyszukiwania k-tego najuszego elementu oparty na podziatach zbioru
na partycje i posiadaty pesymistycza ztozonai¢ czasow ©(n?). W przypadku typowym k-ty
najwigkszy element znajdowany jest w czasie liniowo lgtrarcznym O(n log n). Algorytm nosi
nazwe Szybkiego Wyszukiwania (ang. Quick Select) i Zbsiaracowany przez prof. Tony'ego
Hoare'a (tworca znanego algorytmu satego Quick Sort).

Idea dziatania algorytmu szybkiego wyszukiwaniat jggnialnie prosta i opiera ¢sina
wykorzystaniu metody Dziel i Zwyetaj (ang. Divide and Conquer):

W zbiorze wybieramy elementodkowy tak zwanypivot lezacy na pozycji wsrodku zbioru i
dzielimy wzgkdem niego zbiér na dwie partycje tak, aby w lewaitycji znalazty sj wszystkie
elementy mniejsze od wybranego elementu, a w gafgyawej wszystkie elementy wksze lub
rowne mu. Po podziale (opisanym dokfadnie w artgkal algorytmach sortagych przy opisie
algorytmu QuickSort) otrzymujemy wynikempozycg elementu dziacego. Jéi jest rowna k-tej
pozycji od kdica zbioru, to algorytm kawzymy - element podzialowy jest poszukiwanym k-tym
najwickszym elementem w zbiorze.slerdwnos¢ nie zachodzi, to za nowy zbior wybieranyy t
partycg, ktora zawiera pozyejk-ta od kaica zbioru i procedgr podziatu powtarzamy zado
osiagniecia pazadanego wyniku.

Ponizej przedstawiamy trzy nitiwe przypadki, ktore magwystpi¢ po podziale zbioru na dwie
partycje wzgtdem wybranego elementu:

Pozycja elementu podzialowego j-ta jest réwna lotekaica pozycji w|
zbiorze. Zatem prawa partycja zawiera k - 1 eletw@ntigkszych lub
réwnych elementowi podziatowemu, ktory jest k-tyajwickszym
elementem

—

1.| lewa partycja i | prawa partycja

lewa partycja Pozycja j-ta jest wksza od k-tej od kita pozycji w zbiorze.

2. K i | prawa partycjal Poszukiwany elementbzie zatem w lewej partycji. Za nowy zbior
przyjmiemy leve partycg.
rawa partveia Pozycja j-ta jest mniejsza od k-tej odika pozycji w zbiorze.
3.| lewa partycja | j P kp yel Poszukiwany elementktzie w prawej partycji. Za nowy zbior

przyjmiemy praw partycg.
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Specyfikacja problemu

Dane wejciowe :

n - liczba elementow w zbiorze wejowym

d[] - zbiér wegciowy, w ktorym dokonujemy poszukialndeksy elementow rozpoczyaaic
od 1.

k - numer poszukiwanego napkszego elementu, k < n

Dane wyjciowe :

d[] - zbior wefciowy tak uporadkowany,  nak-tej od kaca pozycji znajduje si
poszukiwany element

Zmienne pomocnicze :

] - wskazniki wykorzystywane przy podziale zbioru na pargycj, jC0 N
lewy,

prawy - indeksy pierwszego i ostatniego elementtypp. lewy, prawy [0 N
pivot - element, wg ktorego zbioedizie dzielony na partycje

Lista krokéw

Krok 1 : lewy =1, prawy = n;

Krok 2 : i ;= (lewy+prawy) / 2;

Krok 3 : pivot :=d [i]; d[i]:=d[prawy]; j=lewy

Krok 4 : Dla i:= lewy, lewy + 1, ..... prawy —Wykonuj kroki 5 i 6

Krok 5 : Jali d[i] >= pivot to wykonaj nasfpny obieg gtli 4

Krok 6 : dli]o d[j]; j =] +1;

Krok 7 : d[prawy]:=d[j]; d[j]:= pivat

Krok 8 : Jélij<n-k+1,tolewy:=j+ 1iwrédo kroku 2 , w przeciwnym razie wykonaj
krok 9

Krok 9 : Jélij>n-k+1,toprawy :=j— 1 iwibdo kroku 2, w przeciwnym razie wykonaj
krok 10

Krok 10 : Zakacz algorytm
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Schemat blokowy

Na pocatku algorytmu

( START | ustawiamy granice dzielonegj
partycji tak, aby obejmowata caty
v zbior.
lewy := 1; Peta nr 1 wyznacza Kk-ty
prawy := n; najwigkszy  element  zbioru.
@ Najpierw wyliczamy pozyej
v v srodowego elementu [
i := (lewy+prawy ) /2; d[ prawy]:= d[j]; zapamgtujemy p W zmiennej i.
d[j] := prawy; Robimy to po to, aby unikid

tych samych rachunkow.
W zmiennej piwot umieszczamy

A 4

pivot :=d [i]; .
d [i] := d[prawy]; element srodkowy, a na jego
j == lewy; miejsce  przenosimy  ostatni

element. Dziki tej operacji
element  s$rodkowy zostaje
usuntty ze zbioru (pamitamy go
w zmiennej piwot). Element ten
postwy do podzialu zbioru na
dwie partycje.

W zmiennej | zapamtujemy
pozycg podziatowa. Na pocatku
jest to pozycja pierwszego
elementu zbioru.

W petli nr 2 przeghdamy kolejno
elementy zbioru od pierwszego do
przedostatniego (ostatni
zapisalimy na pozycji elementu
srodkowego). Jdi element d]i]
jest mniejszy od piwotu, to
zamieniamy go z elementem na
pozycji podziatowej. Po operaciji
pozycja podzialowa  zostaje
przesungta o jeden element. Zwé@uwag;, iz w wyniku wszystkie elementy poprzedasg d[j] a1
mniejsze od wybranego na patial elementu$rodkowego.

Po zakaczeniu gtli nr 2 zbiér jest podzielony na dwie partycje.zBstaje nam jedynie zwolnienie
pozycji j-tej na element podziatowy piwot. Zateneraekent z pozycji j-tej przenosimy na koniec
zbioru, a na pozycji j-tej umieszczamy element aidzvy.

Lewa partycja rozaga s¢ od pozycji lewy do j - 1. Zawiera ona elementy epsze od elementu
podziatowego.

Prawa partycja rozaga s¢ od pozycji j+ 1 do prawy i zawiera elementyckgze lub réwne
elementowi podziatowemu.

Sprawdzamy, czy pozycja k-ta odrka wystpuje w partycji lewej lub w prawej. detak, to za
nowy zbidér przyjmujemy odpowiedsipartycg i kontynuujemy jej podziat za pomogetli nr 1.
J&li natomiast pozycja k-ta od koa zbioru nie wpada wadr z wyznaczonych partycji, to musi
by¢ rowna wyznaczonej pozycji elementu podziatoweggli¢. Skoro tak, to element podziatowy
jest poszukiwanym k-tym najgiszym elementem w zbiorze - dazymy algorytm. Wart&
elementu mgemy odczyta z k-tej od kaca pozycji.

A 4

\ 4
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Przyktadowy program.

Program Quick_K_ty Element;
Uses Crt;
Const liczba_elementow = 5001;

Var
tablica_liczb : Array [1..liczba_elementow]loteger;
k . Integer;
{ }

Function Wczytaj_Liczby : Boolean;

Var pliczek : Text;
i,liczba,code : Integer;
liczba_txt  : String;

Begin
Weczytaj_Liczby := False;
Assign (pliczek,'liczby.txt");
{$!-} { dyrektywa lokalna powodujaca, ze przydulzie 10 program sie nie "wysypie" }
Reset (pliczek);
{$1+}
If IOResult = 0 Then
Begin
Writeln (* Wczytywanie danych do tablicy ;
For i:= 1 to liczba_elementow do
Begin
ReadlIn (pliczek,liczba_txt);
Val (liczba_txt,liczba,code);
If code = 0 Then tablica_liczb [i] :=1ba,;
End;
Close (pliczek);
Weczytaj_Liczby := True;
End Else Writeln ('Blad otwarcia pliku liczbytfx
End;
{ }
Procedure Szukaj K;
Var i,j,lewy,prawy,pivot,x : Integer;
koniec : Boolean;
Begin
lewy =1,
prawy := liczba_elementow;
koniec := False;
While koniec = False Do
Begin
i ;= (lewy + prawy) div 2;
pivot ;= tablica_liczb [i];
tablica_liczb [i] :=tablica_liczb [prajy
j = lewy;
Fori:=lewy To prawy - 1 Do
If tablica_liczb [i] < pivot Then
Begin
X := tablica_liczb [i];
tablica_liczb [i] := tablica_lic4R;
tablica_liczb [j] := x;
Inc());
End;
tablica_liczb [prawy] := tablica_licz;[j
tablica_liczb [j] ;= pivot;
If j < liczba_elementow - k + 1 Then lewyj + 1
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Else if j > liczba_elementow - k + 1 hhgrawy :=j- 1
Else koniec := True;

End;
End;
{ }
Procedure Zapisz_Do_Pliku;
Var pliczek : Text;
i . Integer;
Begin

Assign (pliczek,'K_Quick.txt";
Rewrite (pliczek);
For i:= 1 to liczba_elementow do Writeln (@kék,tablica_liczb [i]);
Close (pliczek);
End;

{ }

Begin

ClrScr;

Writeln;

Writeln('Szybkie wyszukiwanie k-tego najwiekgp elementu’);

Writeln;

Write (' Podaj k (od 1 do 9) 9;

ReadIn (k);

Writeln;

If Wczytaj_Liczby Then

Begin
Szukaj_K;
Writeln;
Writeln(k,' najwiekszy element = " tallidiczb[liczba_elementow - k + 1]);
Writeln;
Writeln (' Zapis tablicy do pliku K_Quigkt *);
Zapisz_Do_Pliku;
Writeln;
Writeln (' Koniec - Nacisnij dowolny klasz");
Repeat Until KeyPressed;

End;

End.

W programie tym dodatkowo zrealizowano zapis tgtdic pliku — mana zauway¢, ze program
ten zmienia kolejn@& elementéw w zbiorze.
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7. Sito Erastotenesa.
ZADANIE 8

Wyszuka w zbiorze ,lista.txt” wszystkie liczby pierwszeapisa je do zbioru tekstowego
.pierwsze.txt”.

Algorytm testugcy, czy wprowadzona liczba jest licgzpierwsza

Najwieksz liczba pierwsz znalezion 4 wrzenia 2006 jest liczba®2*®#%’— 1. w ramach projektu
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search — Wéidtkernetowe Poszukiwanie Liczb
Pierwszych Mersenne’a ht{p://www.mersenne.ory . Posiada ona 9,808,3%§/fr .

Duze liczby pierwsze sta do konstruowania szyfrow oraz wyszukiwanieddiw w przekazie
danych.

Problem algorytmiczny : badanie, czy wprowadzacebh jest liczh pierwsz

Dane wejciowe : nCN , n>1-badana liczba

Dane wyjciowe : napisz ,liczba pierwsza” gdy n jest liggtierwsz lub ,liczba
ztozona” gdy n nie jest liczbpierwsza

Zmienne pomocnicze : I N — potencjalny podzielnik

Aby to zbad4, bedziemy liczlz ,n” przez kolejne liczby naturalne mniejsze od,,maczynajc od
liczby 2 i sprawdza reszt z dzielenia. ¥ cho¢ jeden dzielnik, dla ktGrego reszta z dzielenia
wynosi 0, to liczba n jest licalztozona.

UWAGA : J&li liczba nie dzieli st przez zadm liczbe catkowita rowna jej pierwiastkowi
kwadratowemu lub od niego mniegszto jest ona liczipierwsz.

Schemat blokowy wyszukegy liczlke pierwsz.
( dla naszego zadania paszy schemat blokowy natg nieco zmodyfikowa ).

Przyktadowa procedura (do
wczytania danych z pliku do
tablicy naley wykorzyst&

funkcije

Woczytaj_Dane_Z Pliku_Do_Tabl
icy z poprzedniego zadania )

Write ( Liczba
pierwsza’);

/ Write (‘Liczba
/ ztozona);
v
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ZADANIE 9
Wygenerowa wszystkie liczby pierwsze z zakresu (1, 50 00@apis& je do pliku ,pierwsze.txt”.

Wydaw& by sk mogto,ze najprostszym sposobem jest iteracja liczb od 30000 i sprawdzenie
ich algorytmem z zadania 4.
Sprobujmy utay¢ program, ktéry to zrobi.

Przykiad programu ,iteracyjnego”.

Prosz zwrdci uwag, ze efektywn@¢ tego programu jest dosynata.

Sprobujmy zastosowdrocle inny algorytm opieragcy sk na wi&ciwosciach liczb pierwszych.
Najprostszym sposobem uzyskania liczb pierwszyehejseych od danej liczby (tu od 100 001)
jest usungcie ze zbioru wszystkich liczb podzielnych prze825 itp. & do osagniecia liczby
pierwszej, ktéra spetnia nieréwstop® > N. Pamitajmy, ze kazda liczba zt@ona nie weksza nk N
ma dzielnik nie wgkszy niz VN . Algorytm taki nazywany jestitem Eratostenesa

Nazwa pochodzi od tegee wszystkie liczbyspo kolei przesiewane i usuwangveszystkie
wielokrotnaici danej liczby.

Przyktad :

Znajdzmy na przyktad wszystkie liczby pierwsze od 1 dold6zby ziazone kgda po kolei
"usuwane" w sposob podanyej. Na pocztku nasz przedziat wygtla nastpujaco:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Cata idea tego algorytmu polega na ty®,'idziemy" od lewej strony przedziatu poczyyapd
liczby 2 i gdy liczba ta nie zostata wénéeej skrélona to skrélamy wszystkie jej wielokrotrizi w
danym przedzialeprécz niej samej

Tak wiec zaczynamy od liczby 2. Nie jest ona skvaa, wic skrélamy jej wielokrotndci oprocz
niej samej. W tym przypadkua $o liczby: 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20.

Czyli otrzymujemy zbior :
1 2 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Kolejna liczbe, jaka napotykamy po 2 jest liczba 3. Nie zostata onaedraej skr&lona, wkc
skreslamy wszystkie jej wielokrotri@i w naszym przedziale od 1 do 20 oprocz niej saRresz
zauwayc¢, iz niektore wielokrotnéci liczby 3 zostaly ju skreslone wczéniej. Liczby, ktére w tym
przypadku skrgdimy to: 9, 15 (6, 12 i 18 juwczeniej skrélili sSmy). Po tej operacji otrzymamy

1 2 3 5 7 11 13 17 19

Kolejna liczbe jaka bierzemy to 5. Ale progzzwrock uwag:, ze ograniczybmy zbiér do 20, a
pierwiastek z 20 to okoto 4,4. Pagtajmy, ze kazda liczba ztaona nie weksza nk N ma dzielnik
nie wigkszy niz Vn .Stad nie musimy ju rozpatrywac liczby 5. Ktomaoze powiedzié, ze 20 dzieli

si¢ przez 5 wobec tego musimy\vzia¢ pod uwag. Ale kazda liczba ztaona w danym przedziale
to iloczyn dwaoch innych liczb (nie musby¢ one koniecznie pierwsze). Liczby te mdg/¢ rowne
sobie - wtedy wartg tych liczb to pierwiastek kwadratowy z danej ligzZiozonej. Jednate, gdy
liczby te nie g sobie réwne - to jedna jestaksza, a druga mniejsza. Mniejsza z tych liczb jest
mniejsza od pierwiastka kwadratowego z danej liczioyonej. Tak we¢c, aby skréli¢ dam liczbe
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ztozoma musimy do§¢ (gdy idziemy po kolei od 2) do tej mniejszej ligzlmie musimy wcale
dochodzt do tej wiksze).

Dane wejciowe : g — gbérna granica zbioru (pataimy ! g0 N)
Dane wygciowe : kolejne liczby pierwsze z przedziatu oda2id
Zmienne pomocnicze : i — sterowanie iteracjami ,
w — sty do tworzenia wielokrotriei
tablica [] - tablica logiczna odwzorovagja zbior liczbowy. Indeksy
przebiegaj wartcsci od 2 do g
2 3 4 5 6
True True Flase True False

Algorytm w postaci listy krokow :

Krok 1 : podanie g

Krok 2 : dlai=2, 3, ....g wykonaj t[i] := Truewstawienieze wszystkie elementy tablicy s
liczbami pierwszymi }

Krok 3: dlai=2,3,....g wykonuj kroki 4, 6, 7

Krok 4 : podstaw w := 2i;

Krok 5: Dopdki w <=g wykonaj kroki 6, 7.4lenie to wykonaj naspny obieg petli z kroku 3

Krok 6 : podstaw t[w] := False; {liczba jest ztma }

Krok 7 : podstaw w :=w + 1;

Krok 8 : dlai=2, 3, .... gelit[i] = True to pisz i { wypisuj liczby pierwszg

Krok 9 : koniec

Algorytm w schematu blokowego - wersja 1.:

Petla 1 — ustawia wszystkie elementy tablicy na Tiablica ustawiana jest od indeksu 2.
Pametajmy, ze tablica ta jest odzwierciedleniem liczb naturalmyprzy czym warti
sa W niej zawarte jako indeksy, a elementy tabliczypmuja wartasci True (liczba
pierwsza) lub False (liczba zona).

Petla 2 - usuwa ze zbioru wszystkie wielokrotaioklejnych liczb.

Petla 3 - wybwietla wszystkie elementy tablicy, a doktadniejekdy, ktérych wartei sa True.
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@ TAK NIE
Y i=2;

t[i] := True;
i=i+1;

NIE

W= 2%; i=i+1;

A\ 4

NIE

TAK

t{w] := False;
w=w+1;

i=i+1; <

J&li przyjrzymy sk doktadnie gtli nr 2, dojdziemy do wnioskuzipewne wielokrotngci liczb s
wyrzucane ze zbioru kilka razy. Np. dla liczb 264tp. Mazemy znacznie zmniejsgyiczbe
operacji wyrzucania, #i na samym pocgku sprawdzimy, czy liczba, ktorej wielokrottd map
by¢ wyeliminowane ze zbioru, faktycznie w tym zbioxgstepuje. Jéli jej nie ma (gdy zostata
juz wczeniej wyrzucona), to oczywtie nie mae takze by zadnej jej wielokrotnéci.

Algorytm w schematu blokowego - wersja 2:
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@ TAK NIE
Y i=2;

t[i] := True;
i=i+1;

NIE

W= 2%;
—>
NIE
TAK
t{w] := False;
w:i=w+1;
=i+l [«

Wprowadzona zmiana sprawdza, czy liczba reprezeartayrzez element tablicy t[i] jest w
zbiorze (ma wart& logiczm True). Jéli tak, algorytm usuwa z tego zbioru wszystkie jej
wielokrotnasci. J&li liczby w zbiorze nie ma, nagiuje przejcie na koniec gli i kontynuacja z
kolejna liczba.

Zwroémy tez uwag, ze nie musimy przegtlac catego zbioru.

W pierwszym obiegu gili nr 2 algorytm usuwa ze zbioru wszystkie wielokcici liczby 2. W
drugim obiegu algorytm natrafia na liczl3. Pierwsza wielokrotrié 3 jest rbwna 6 i zostata
usungta juz w poprzednim obiegu, poniewe& ma czynnik 2 (dzieli sibez reszty przez 2).
Pierwsz nieusungta wielokrotngcia bedzie kwadrat 3, czyli 9. W kolejnym obiegu liczba 4
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zostanie pomirta, poniewa usungto ja juz ze zbioru. Dalej algorytm napotka liezb. Pierwsz
nieusungta wielokrotnacia 5 jest znéw kwadrat 5, poniewa

10 =2 * 5 - usunite przy 2

15 =3 *5 - usurite przy 3

20=2*2*5 - usunite przy 2

To nie jest przypadekziprzy 3 i 5 otrzymujemy jako pierwsZstniepca wielokrotngé¢ kwadrat
danej liczby pierwszej. Tak samoedzie z kolejnymi liczbami pierwszymi, poniewach
wielokrotnagici mniejsze od kwadratu liczby posiaglajzielniki réwne wczéniej znalezionym
liczbom pierwszym, zatem zostaty ustirijuz ze zbioru przy okazji usuwania wielokrofgotych
liczb. Wynika s4d oczywisty wniosek:

Wielokrotnosci liczb wigkszych od pierwiastka gornej granicy zbioru § usunigte ze zbioru w
trakcie usuwania wielokrotnosci ich czynnikdw pierwszych. Zatem przegidanie zbioru
mozna przerwaé¢ po przekroczeniu granicy rownej pierwiastkowi kwadatowemu goérnej
granicy zbioru.

Czyli zamiast przegbtat zbidr liczbowy od 2 do 50 000 wystarczy wyrzatueiszystkie
wielokrotnaci liczb od 2 do 223 (/50000= 223,6). Oszczdnas¢ oczywista — okoto 200 razy mniej
liczb do przegidniecia.

Nastpne ulepszenie wie st z wyznaczeniem pierwszej wielokrotwodo usungcia. Z
powyzszych rozwaan wynika, iz w trakcie dziatania algorytmu Sita Eratostenesalizeru g
wczehie] wyrzucane wielokrotrizi mniejsze od kwadratu liczby. Zatem przyjmiemyperwsz
wielokrotnas¢ wiasnie kwadrat liczby - mniejszych wielokrotéw nie trzeba wyrzuca bo juz
zostaty wyrzucone. W efekcie zndéw obymy ilos¢ niezlgdnych operacii.
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Algorytm w schematu blokowego - wersja ostateczna:

@ TAK NIE
v

t[i] := True;
i=i+1;

i=i+1; <

m:= /g ;
ii=2;

<
<«

TAK
t{w] := False;
w=w+1;
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Przyktadowy program :

Program Sito_Eratostenesa;

Uses Crt;

Const g=50000;

var
tablica : array[2..g] of boolean;
i,w,licznik,m : Longint;
plik_1: Text;

{aaa * *% * * *% * *% * ************}

Procedure Zapisz_Do_Pliku (liczba : Longint);
Var|l : String;
Begin
Str (liczba,l);
Writeln (plik_1,1);
Writeln (1);
End;

{********************************************** ************}

Begin
ClrScr;
licznik := 0;
Assign (plik_1,'pierwsze.txt");
Rewrite (plik_1);
Fori:=2To g Do tablica[i] := true;
m:= Round (Sqrt(g));
Fori:=2Tom Do

Begin
If tablica [i] = True Then
Begin
w=i*i;
While w <= g Do
Begin
tablica [w] := False;
W= wWHi
End;
End;
End;

Fori:=2To g Do If tablica]i] then
Begin
Zapisz_Do_Pliku (i);
licznik:=licznik+1;
End,;
Writeln (‘"W znaleziono i zapisano ',licznik¢db pierwszych');
Close (plik_1);
Repeat Until KeyPressed;
End.

Liczb pierwszych jest 5133. Program pierwszy wyKersk prawie o 1/3 digej niz program 2.
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8. Sortowanie zbhioru.
ZADANIE 10

Utozy¢ wszystkie liczby znajdage s¢ w pliku ,liczby.txt” od najmniejszej do najwkszej, a
wynik zapis& w pliku ,sort.txt”.

Sortowanie danych jest jednym z podstawowych probie programowania komputeréw, z
ktérym prdzej czy paniej spotka si kazdy programista. Poaej przedstawiamy tylko nieliczne
dziedziny, w ktorych wyspuje potrzeba sortowania danych:

« sport - wyniki uzyskane przez poszczegoélnych zawkian nalezy utozy¢ w okreslonej
kolejnasci, aby wytont zwyciczee oraz poda lokat kazdego zawodnika.

« bank - splaty kredytéw natg utozy¢ w odpowiedniej kolejnéri, aby wiadomo byto kto i
kiedy ma ptaci odsetki do banku.

« grafika - wiele algorytméw graficznych wymaga pgatzowania elementéw, ngcian
obiektow ze wzgidu na odlegtét od obserwatora. Upardkowanie takie pozwala poiej
okresli¢, ktore zescian @ zakrywane przez innieiany dajc w efekcie obraz
trojwymiarowy.

« bazy danych - informacja przechowywana w bazie damyaze wymaga réznego rodzaju
uporzdkowania, np. lista kskek maze by alfabetycznie porlkowana wg autoréw lub
tytutéw, co znacznie utatwia znalezienie cgkoaej pozycji.

Wbrew obiegowym opiniom nie ma "idealnego" i "unig@nego” algorytmu sortagego - jeden
algorytm jest lepszy w jednej sytuacji, drugi wenrDlatego dokfadna znajorstowtasngci
algorytmow sortujcych pozwala na tworzenie naprawnafektywnych aplikacji.

Z problemem sortowania pogziane g problemy wyszukiwania danych ponienduza klasa
algorytméw wyszukujcych operuje na zbiorach posortowanych.

W informatycealgorytm wyszukujacy otrzymuje na wegiu pewien problem i daje na vggju
jego rozwazanie po przetestowaniu pewnegdomazliwych rozwigzan.

Wigkszas¢ algorytmdw rozwazujacych problemy (np. algorytmy gry w szachy, warcadayty itp.)
Sa pewnego rodzaju algorytmami wyszugeymi. Zbior wszystkich mdiwych rozwiazar danego
problemu nosi nazgvprzestrzeni poszukiwa (ang. search space). Najprostszymi algorytmami
wyszukupcymi s algorytmy naiwne, ktore stosuj najbardziej intuicyja metod wyszukiwania w
przestrzeni poszukiwia Wymyslono jednake bardziej zaawansowane metody wykorzysel|
wiedz; na temat samej struktury przestrzeni poszukiwaelu zmniejszenia if@i czasu traconego
na poszukiwania.

Przejdmy jednak do sortowania.

Zbior posortowany to taki, w ktérym kolejne elementy pouktadane w pewnym paidku
(kolejncdéci). Poradek ten maemy okréli¢ za pomog relacji >= lub <= (albo dowolnej innej
relacji poradkowej, ktéra jednoznacznie wyznacza koléfnelementow w zbiorze). ROwldjest
konieczna w przypadku, gdy elementy zbioru mpzyjmowa takie same wartai.

Na przyktad zbior liczb: D={1, 3, 3,5, 7, 7,8}

jest posortowany roguno, poniewa pomkdzy kadymi dwoma kolejnymi elementami zachodzi
relacja: element poprzedni jest mniejszy lub réwdyelementu naginego.

Odwrotnie, zbior: D={9,8,6,6,4,2,1,1}0
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jest posortowany makgo, poniewa pomkdzy kazdymi dwoma kolejnymi elementami zachodzi
relacja: element poprzedni jestekszy lub rowny od elementu naghego.

Oczywiscie zbior wcale nie musi skiadélaie z liczb (chocia tak naprawe kazdy rodzaj danych
komputerowych w kacu sprowadza sido liczb, gdy wewrgtrznie jest reprezentowany przez
kody binarne — o tym powiemy sobie Zpdej). W takim przypadku natg okresli¢ dla kadego
elementu tzw. klucz (ang. key), wg ktérego dokonyevgest sortowanie. Poniew&lucz jest
liczba, zatem obowazuja dla niego podane wgj zasady kolejriei elementow.

Na przyktad dla tekstéw kluczem mopdpy¢ kody poszczegdllnych znakdéw. ¥Wszaé jezykow
programowania posiada operatory porownywaniglciznakow (problemem nie by sortowanie
wg zasadgzyka polskiego - nie wystarczy wtedy poréwnywadow znakowych, ponievigkody
polskich litereka, A, ¢, C itd. ;3 zwykle wicksze od kodow liter alfabetu taskiego, ale i ten
problem daje siz powodzeniem rozwkat przez odpowiedni dobor kluczy).

Tak wiec przez sortowanie ¢dziemy rozumié taka zmiare kolejnasci elementoéw zbioru
nieuporadkowanego (permutag)j, aby w wyniku spetniaty one zatony poradek.

Kolejnym zagadnieniem, ktére powidmy omowt we wstpie, jest tzw.czasowa zl@onosé
obliczeniowa (ang. computational complexity) algorytmu sagtggo (istnieje rownie ztozonasé
pamkciowa). Okréla ona statystycznie czas wykonywania algorytmu alezmosci od liczby
danych wejciowych. Czasowa zimnas¢ obliczeniowa wyraana jest liczh tzw. operacji
dominupcych, czyli takich, ktére majbezpdredni wptyw na czas wykonywania algorytmu. &xii
takiemu poddiciu uniezaleniamy czasow ztozonas¢ obliczeniows od szybkéci komputera, na
ktérym dany algorytm jest realizowany. Zémaos¢ obliczeniowa charakteryzujemy przy pomocy
tzw. notacji@(omikron). Oto odpowiednie przykfady:

O (n) Algorytm o liniowej zalenosci czasu wykonania od #oi danych. Dwukrotny wzrost
liczby przetwarzanych danych powoduje dwukrotmgrost czasu wykonania. Te
typu ztazoncs¢ powstaje, gdy dla kalego elementu natg wykona stah liczbe
operaciji.

O (n’) Algorytm, w ktorym czas wykonania $oie z kwadratem liczby przetwarzany
elementow. Dwukrotny wzrost liczby danych powodujperokrotny wzrost czasu
wykonania. Tego typu zknas¢ powstaje, gdy dla kalego elementu natg wykona
ilos¢ operacji proporcjonalndo liczby wszystkich elementéw.

O (nlogn) Dobre algorytmy sortyre maj taka wiasnie ziazonas¢ obliczeniow. Czas
wykonania przyrasta do wolniej od wzrostu kwadratowego. Tego typuzpiacsé
powstaje, gdy zadanie dlaatementow mzna roztay¢ na dwa zadania zawiesag
po potowie elementow.

© (n!) Bardzo pesymistyczne algorytmy, czas wykonangaieoszybko 8 wzrostem liczb
o @) elementow weciowych, czyli znalezienie rozaizania mae zapé najszybszyn
komputerom cate wieki lub tysilecia. Takich algorytméw natg unikat jak ognia !

Zapis © () okrglamy mianem klasy zimncdici obliczeniowe] algorytmu. Klasa czasowej
zlozondsci obliczeniowej umaliwia poréwnywanie wydajnéei réznych algorytméw sortagych. Z
reguty proste algorytmy posiadayvysoka ztozonas¢ obliczeniows - dlugo dochodgz do wyniku
koncowego. Algorytmy bardziej skomplikowane posiadapniejsz ztozoncs¢ obliczeniove -
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szybko dochodz do rozwazania. Zi@onas¢ obliczeniowa wszystkich algorytméw sottaych
zostata doktadnie oszacowana co rowniezgkdnimy.

Poréwnanie klas zt@onaosci obliczeniowych
Klasg z+oipnoépi Nazwa klasy _zkiqnoéci Cechy algorytmu
obliczeniowej obliczeniowej
o(1) stata dziata prawie natychmiast
© (log n) logarytmiczna bardzo szybki
O (n) liniowa szybki
© (nlog n) liniowo-logarytmiczna  |dosy¢ szybki
e (M kwadratowa wolny dla duiych n
o (") sz&cienna wolny dla wigkszych n
0 (2",0 () wyktadnicza nierealizowalny dla wekszych n

Nieformalnie méwic klasa ztaonds¢ obliczeniowej informuje nasziczas t w funkcji liczby
elementow n jest proporcjonalny do funkcji citomej przez klas ztozondsci, a stala c jest
wspotczynnikiem tej proporcjonaldc. Spostrzeenie to pozwala w przyhlieniu oszacowaczas
wykonania algorytmu dla n elementowsligest znana jego klasa zionasci obliczeniowej oraz
czas wykonania dla innej liczby elementow.

Przykiad.

Zalézmy, iz mamy program sortggy zbudowany na bazie algorytmu sogtigigo o klasie
zlozondici obliczeniowej® (n?). Sto elementéw jest sortowane w czasie 1 sekuhdyczasu
Zzajmie posortowanie za pomptego programu zbioru o tysiu elementach ? Odpowiethrzmi -
100 sekund. Poniewsdlos¢ danych wzrosta 10 razy, to czas obliczezrést 16, czyli 100 razy.
Poniej przedstawiamy odpowiedniabelle.

Lp. n Czas obliczé

1. 100| = 1 sekunda

2. 1.000| = 100 sekund = 1 minuta 40 sekund

3. 10.000| = 10.000 sekund = 2 godziny 46 minut 40 sekund

4. 100.000 = 1.000.000 sekund = 11 dni 13 godzin 46 minus&kund

5.| 1.000.000 = 100.000.000 sekund = 3 lata 2 miesi9 godzin 46 minut 40 sekund
6.110.000.00Q = 1-10°sekund = 317 lat 1 miegi 4 dni 17 godzin 46 minut 40 sekund

Widzimy wigc, iz algorytm ten spisuje sidobrze tylko przy niewielkiej liczbie elementowdy
liczba sortowanych elementéw jestzdy czas oczekiwania na rozganie mae by nie do
zaakceptowania. Dlatego whae informatycy péwiccili tak duzo swojego wysitku na opracowanie
odpowiednio szybkich algorytmow soruajch (te najszybsze mgklas; ztozondsci © (n logn) ).

Oprocz zigoncéci czasowej rozwaa Sk rowniez ziozonosé pamigciowa. Okresla ona ilgé
zasobow komputera, ktérych wymaga dany algorytmal&mnosci od liczby danych wégiowych.
Tutaj take ma zastosowanie notacja omikron. Przy g&reu ztazondici algorytmu nalgy wziaé
pod uwag oba typy ztaondasci obliczeniowe.

Ze wzgkdu na ztaonas¢ pameciowa algorytmy sortujce dzielimy na dwie podstawowe grupy:
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« Algorytmy sortupce w miejscu (ang. in place) - wymagagtatej liczby dodatkowych
struktur danych, ktéra nie zale od liczby elementéw sortowanego zbioru danych ¢ah
ich wartgci). Dodatkowa zteonas¢ pamkeciowa jest zatem klas@(1). Sortowanie odbywa
sie wewmtrz zbioru. Ma to bardzo istotne znaczenie w praigaduych zbiorow danych,
gdyz mogtoby s¢ okaza, iz posortowanie ich nie jest move z uwagi na brak pargi w
systemie. Wgksza¢ opisanych tu algorytmow sortuje w miejscu, co jest bardzo din
zalet.

« Algorytmy nie sortuce w miejscu - wymagajzarezerwowania w pagui dodatkowych
obszarow, ktorych wielk& jest uzaleniona od liczby sortowanych elementéw lub od ich
wartasci. Tego typu algorytmysszwykle bardzo szybkie w dziataniu, jedaekokupione to
jest dodatkowymi wymaganiami na paiZatem w pewnych sytuacjach seost okaza,
iz taki algorytm nie bdzie w stanie posortowaduzego zbioru danych, poniewaystem
komputerowy nie posiada wystarczagj ilosci pameci RAM.

Algorytmy sortujce dzieli s¢ rowniez na dwie grupy:

« Algorytmy stabilne - zachowajkolejnas¢ elementéw rownych. Oznacza td glementy o
tych samych wartxiach keda wyskpowaty w tej samej kolejrsai w zbiorze
posortowanym, co w zbiorze nieposortowanym. Czasaaiio znaczenie, gdy sortujemy
rekordy bazy danych i nie chcemy, aby rekordy o sgmym kluczu zmieniaty wzgdem
siebie potaenie.

« Algorytmy niestabilne - kolejrig wynikowa elementow réwnych jest nieokliena (zwykle
nie zostaje zachowana).

Przejdmy teraz do oméwienia algorytméw sogych.

8.1. Sortowanie zwariowane (Bogo Sort)

Pierwszy z prezentowanych algorytmow secitygh opiera si na dosy zwariowanych zasadach.
Jego dziatanie memy scharakteryzowana przykiadzie ukiadania talii kart. Bierzemy ¢dkiart.
Sprawdzamy czy jest utona. Jé&li nie, tasujemy 4 i zndw sprawdzamy udenie. Operacje
sprawdzania i tasowania wykonujemy gthtaz talia nam sj utozy w pazadanej kolejnéci kart.

Nic nie sortujemy, wgcz dokonujemy operacji odwrotnej - tasowania, aatahaze zosta
posortowana. Dlaczego? Wynika to z praw rachunkawgopodobiastwa. OtG@ tasowanie
powoduje, & karty przyjmua losowe permutacje swoich pakm. Poniewa kazda permutacja
zbioru kart jest rownie prawdopodobnasljjerzy tasowaniu nie oszukujemy), zatem zamy tex
otrzym& ukiad uporadkowany. Oczywdcie wynik taki pojawia & dosy rzadko (adzmy
szczerzy - przy digj liczbie elementow bardzo, bardzo... rzadko). pideca si sortowania ¢
metody zbioréw liczniejszych i 9 elementow.

Algorytm opiera s§ na losowym sortowaniu zbioru. Tymczasem w kompatemie mamy tak
napraw@ dostpu do liczb czysto losowych. Zadowalamy sth przyblizeniem, czyli liczbami
pseudolosowymi powstgymi na bazie algorytmicznej. Me sk zatem zdarzy, iz nasz generator
pseudolosowy nigdy nie wygeneruje potrzebnej sekydiozb pseudolosowych, zatem algorytm
sortupcy nie kezdzie w stanie ukiczy¢ swojej pracy.

Z tego powodu jest to jeden z najgorszych algorytnsbrtupcych. Posiada pesymistycgn
czasovy ztozonas¢ obliczeniova klasy @(n = n!). Ztozoncs¢ taka nazywamy ziteoncicia super
wyktadnicz. Co gorsze, ten sam zbidér raz raczosté btyskawicznie posortowany (gdy akurat
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mamy szcgscie) a innym razem nmiemy czeka na wynik nawet caty rok (albo jeszcze y).
Sortowanie odbywa sw miejscu.

Szczegoly implementacyjne algorytmu.

J&ili za pomoa podanego algorytmu chcemy posortéwehior liczbowy, to musimy rozweat
dwa istotne problemy:

» Sprawdzenie posortowania elementowAby upewné sig, iz zbior jest posortowany, naie
poréwnd ze soh wszystkie kolejnesgsiednie elementy. di spetniap zatazom kolejnas¢, to
zbior jest uporadkowany. Jéi chociaz jedna para elementow zbioru jest w zlej kolégae
wzgledu na przygty porzadek, to zbidr nie jest upagdkowany

» Losowe potasowanieOperacja ta ma na celu pomieszanie elementéwiavza) aby
przyjety przypadkowe pozycje. Najpsoiej dokonamy tego losag dwa numery elementow, a
nastpnie zamieniac wylosowane elementy miejscamislleperacg taka powtérzymy
wystarczajca liczbe razy (np. 3-krota liczbe elementow w zbiorze), to zawaséazbioru
zostanie potasowana (wymieszana).

Podstawow operacy jest zamiana zawa’a dwoch elementow zbioru. Wymaga ona trzech
krokow oraz zmiennej pomocniczej do tymczasowegegrowania jednego z elementéw. W
pierwszym kroku przenosimy do zmiennej pomocnigzagn z elementow. W drugim kroku
na zwolnione miejsce wstawiamy drugi z elementowa &oniec w kroku trzecim na miejsce
drugiego elementu przenosimy element zagny w zmiennej pomocniczej.

X:=a, a=b; bi=x;

Kolejna operacja to losowanie indeksu elementu. 83gstamy tutaj generator liczb
pseudolosowych. Wygenerowany indeks powiniefillmgzba pseudolosowz zakresu od 1

do n, gdzie n oznacza #oelementéw w zbiorze. Operadg wykonujemy naspujaco:

indeks := 1 + random (n);

Specyfikacja algorytmu:

Dane wejciowe :
n - liczba elementéw w sortowanym zbiorae,N
d[ ] - zbiér n-elementowy, ktdryeolzie sortowany. Elementy zbioru mapdeksy od 1 do n.

Dane wyjciowe :
d[ ] - posortowany zbiér n-elementowy. Elementyarbimag indeksy od 1 do n.

Zmienne pomocnicze :
i - zmienna steraga tli, i O N
i1, i2 - losowe indeksy elementéw zbioru d[ 1, i2 OON

Lista krokow

Algorytm gtowny :
Krok 1 : DopoékiPosortowane= false toTrasuj
Krok 1: Zakaicz algorytm

Algorytm funkcji Posortowane
Krok1: Dlai=1,2,...,n-1, §d[i] >d[i + 1], to Posortowane= false i zakacz algorytm
Krok 2 : Posortowane= true i zakécz algorytm
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Algorytm procedury Tasuj

Krok 1: Dlai=(1,2,...,3) * n, wykonuj kroki 23

Krok 2 : Wylosuj indeksyl i i2 w przedziale od 1 do n
Krok 3 : Wymier zawartdci d [i1] - d [i2]

Krok 4 : Zakmcz algorytm

Schemat blokowy

Algorytm gtowny

START

Tasuj

Algorytm funkcji Posortowane

posortowane := True;

posortowane = False;

STOP
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Algorytm procedury Tasuj

Losuj indeksy i1 oraz i2
Z przedzialu <1; n>.

:

di] - d[i+1]

E

i=i+1;

Przyktadowy program.

Program Sortowanie_Zwariowane;

Uses Crt;

Const N = 8; { Liczebnosc zbioru. Nie wstawiaj licad 9 !!! }
Var d: array[1..N] of Integer;

{ Funkcja Posortowane - sprawdzajaca uporzadkiewv zbiorze }
{********************************************** ************}
Function Posortowane : boolean;
Var i: integer;
Begin
Fori:=1ToN-1 Do
If d[i] > d[i+1] Then

Begin
Posortowane := False;
Exit;
End;
Posortowane := True;
End;
{********************************************** ************}

{ Procedura tasujaca zbior }
Procedure Tasuj;

Var
i,il1,i2,x : Integer;
Begin
Fori:=1To 3*N Do
Begin

i1:=1 + Random(N);
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i2 := 1 + Random(N);
x :=d[il];
d[i1] := d[i2];
dli2] :=x;
End;
End;

{ * *kk * *% *% * *k%k * * ***********}

Var i: Integer;

Begin
ClrScr;
Writeln('Sortowanie zwariowane');
Writeln;

{ Najpierw wypelniamy tablice d[] liczbami pseudstmvymi, a nastepnie wyswietlamy jej zawartosc }
Randomize;
For i:=1 To N Do d[i] := Random(10000);
Writeln('Przed sortowaniem:");
Writeln;
For i:=1 To N Do Write(d[i] : 6);
Writeln; Writeln;

{ Sortowanie }  While not Posortowane Do Tasuj;

{ Wynik sortowania }

Writeln(‘Po sortowaniu:’);

Writeln;

For i:=1 To N Do Write(d[i] : 6);

Writeln; Writeln;

Writeln (‘'Sortowanie zakonczone - nacisnij dovwdkawisz');

Repeat Until KeyPressed; {oczekiwanie na nacisaiklawisza}
End.

Zaprezentowany algorytm jest ekstremalnie ztym fgeem sortuicym i na pewno nie natg go
stosowa !! Zostat o tu zaprezentowany tylko w celu pokaagsrocedur (funkcji) steacych
sprawdzeniu posortowania oraz tasowania elemeniioviz

Jako ciekawostkpodam fakt, 4 informatycy terminem ,bogo sort” okilaja program lub
algorytm, ktérego idea dziatania jest tak bezngd@egtupia, # praktycznie nie mee da&
rozwigzania w sensownym okresie czasu. Zatedh jstyszysz zdanie: "twdéj program to bogo
sort", to juz bedziesz wiedziat o co chodzi rozmoéwcy... :)

Cechy Algorytmu Sortowania Zwariowanegd
Klasa zta@oncici obliczeniowej O(n x n!)
Sortowanie w miejscu TAK
Stabilna¢ NIE
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8.2. Sortowanie naiwne (gtupie).

Sortowanie naiwne jest rowridardzo ztym algorytmem sortigym, lecz, w przeciwigstwie do
opisanego w poprzednim rozdziale sortowania zwaar®@go, daje zawsze poprawne wyniki.

Zasada dziatania jest bardzo prosta:

Przeghdamy kolejne paryssiednich elementéw sortowanego zbiordlilsezaco przegidana
para elementdéw jest w ztej kolefw, elementy pary zamieniamy miejscami iacaperacg
rozpoczynamy od poatku zbioru. J&i przeghdniemy wszystkie pary, zbidetzie posortowany.
Naiwnas¢ algorytmu wyraa sk tym, iz po napotkaniu nieposortowanych elementéw algorytm
zamienia je miejscami, a ngghie rozpoczyna caiprae od pocatku zbioru. Ztazonasé
obliczeniowa algorytmu przy sortowaniu zbioru nietgadkowanego ma klagd(n3). Sortowanie

odbywa st w miejscu.

Algorytm sortowania naiwnego wygtuje w dwoch wersjach - rekurencyjnej oraz iteraey;j
Wersja rekurencyjna jest jeszcze gorsza od itenagygdy: dodatkowo zajmuje pard na kolejne
poziomy wywota rekurencyjnych, dlatego niedziemy s¢ nia zajmowa

Schemat blokowy :

( START )
'4

ii=1;
NIE
\ 4
ii=i+1; d[i] - d[i+1]

NIE TAK
STOP

Rozpoczynamy przegilanie zbioru od
pierwszego elementu - indeks i przyjmuje
wartas¢ 1. W gtli sprawdzamy kolejna
elementu d[i] z elementem nashym
d[i+1]. Poniewa zalazylismy porzadek
rosmcy, to w przypadku d[i] > d[i+1]
elementy te $ w zitej kolejndgci (dla
porzadku malegcego naley zmient
relacg wigkszaci na relacg
mniejsz@ci). W  takiej  sytuacji
zamieniamy miejscami elementy, indeks
i ustawiamy z powrotem na 1 (powr6t na
sam pocztek algorytmu bytby nieco
ktopotliwy do zrealizowania wegykach
programowania, st dla prostoty
ustawiamy i na 1 za operacgamiany
elementéw) i wracamy na pagek ptli.

Jeli poréwnywane elementyasn dobrej
kolejnasci, zwigkszamy indeks i o 1,

sprawdzamy, czy osjnat juz wartaés¢ koncowa n i jesli nie, wracamy na poarek petli. W

przeciwnym razie kaczymy - zbiér jest p

osortowany.

Cechy Algorytmu Sortowania Naiwnego

klasa zt@ondici obliczeniowej optymistyczna(n) - ©(n?)

klasa ztaoncici obliczeniowej typowa o(n®)

klasa ziaondici obliczeniowej pesymistyczna ©(n°)

Sortowanie w miejscu

TAK

StabilnGg¢

TAK
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Klasy zta@zonagsci obliczeniowej szacujemy napujaco:

« optymistyczna - dla zbioréw upadkowanych (z niewielkliczba elementéw nie na
swoich miejscach)

« typowa - dla zbiorow o losowym rozkitadzie elementéw

« pesymistyczna - dla zbioréw posortowanych odwrotnie

8.3. Sortowanie fgbelkowe.

Algorytm sortowania fbelkowego jest jednym z najstarszych algorytmoviuggrych. Mazna go
potraktowa& jako ulepszenie opisanego w poprzednim rozdzikjergmu sortowania naiwnego.
Zasada dziatania opierasia cyklicznym poréwnywaniu pagsiadupcych elementéw i zamianie
ich kolejngci w przypadku niespetnienia kryterium pgidkowego zbioru. Operagj te
wykonujemy do4d, a caty zbior zostanie posortowany.

Algorytm sortowania #belkowego przy porgkowaniu zbioru nieposortowanego ma klas
czasowej ztgonasci obliczeniowej rown ©(n2). Sortowanie odbywaesw miejscu.

Przyktad :

Jako przyktad dziatania algorytmu sortowaniddldkowego posortujemy przy jego pomocy 5-cio
elementowy zbior liczb {5 4 3 2 1}, ktéry wginie jest posortowany w kierunku odwrotnym, co
maozemy uzna za przypadek najbardziej niekorzystny, poniewgmaga przestawienia wszystkich
elementow.

Obieg Zbiér Opis operac;ji

54321 Rozpoczynamy od pierwszej pary, ktéra wymaga wymeementow

4 5 3 21 |Druga para tewymaga zamiany elementéw

1 |43 5 21 |Wymaganawymiana elementow

432 5 1 |Ostatnia para réwniewymaga wymiany elementéw

Stan po pierwszym obiegu. Zwréwag:, iz najstarszy element (5) znalaz sa kaicu

432 15 zbioru, a najmtodszy (1) przesrsic o jedra pozycg w lewo.

4 3 215 Para wymaga wymiany

3 42 15 |Parawymagawymiany

32 4 1 5 |Parawymaga wymiany

2 321 4 5 |Elementy s w dobrej kolejnéci, zamiana nie jest konieczna.

Stan po drugim obiegu. Zwéduwag:, iz najmniejszy element (1) znéw przeslusic o jedra
pozycig w lewo. Z obserwacji tych nioa wywnioskowd, iz po kazdym obiegu najmniejszy
element wdruje o jedn pozycg ku pocatkowi zbioru. Najstarszy element zajmuje natomjast
swe miejsce kacowe.

32 145

32145 Para wymaga wymiany

2 3 1 45 |Parawymaga wymiany
3 |21 3 4 5 |Dobrakolejnéé
213 4 5 |Dobra kolejnéé¢

2 1 3 4 5 |Stan po trzecim obiegu. Wnioski te same.

4 21345 Para wymaga wymiany
1 2 3 45 |Dobrakolejng¢

Strona 58 z 185



12 3 4 5 |Dobra kolejnéc¢
123 4 5 |Dobra kolejnéc¢

1 2 3 4 5 |Zbior jest posortowany. Koniec

Posortowanie naszego zbioru wymaga 4 obiegow. tdesiczywiste: w przypadku najbardziej
niekorzystnym najmniejszy element znajduje sa samym kacu zbioru wejciowego. Kady
obieg przesuwa go o jeglipozycg w kierunku pocatku zbioru. Takich przesugd nalezy wykona
n-1(n-ilg¢ elementow w zbiorze).

Algorytm sortowania fbelkowego, w przeciwigstwie do algorytmu sortowania naiwnego, nie
przerywa poréwnywania par elementéw po napotkaaiy pie spetniajcej zatazonego poradku.

Po zamianie kolejri@i elementow sprawdzana jest kolejna para elemestntowanego zbioru.
Dzigki temu podejciu rasnie efektywné¢ algorytmu oraz zmienia siklasa czasowej zkoncici
obliczeniowej 20(n®) na®(n?).

Schemat blokowy :
Sortowanie wykonywane jest w dwdch
( START ) zagniedzonych gtlach. Rtla zewrtrzna nr
1 kontrolowana jest przez zmienn,.
Wykonuje s¢ ona n - 1 razy. Wewitrz petli
: nr 1 umieszczona jestefa nr 2 sterowana

=5 przez zmienai. Wykonuje s¢ ona réwnig
|-| n - 1 razy. W efekcie algorytm wykonuje w
> sumie: B(N)=(n-1f=r-2n+1
NIE obiegow ptli wewngtrznej, po ktérych
@ zakaczeniu zbior zostanie posortowany.

Sortowanie odbywa siwewmntrz petli nr 2.
Kolejno poréwnywany jest i-ty element z
elementem nagbnym. Jéli elementy te sw
ztej kolejncgci, to zostay zamienione
miejscami. W tym miejscu jest najar@ejsza
roznica pomgdzy algorytmem sortowania
babelkowego a algorytmem sortowania
naiwnego. Ten drugi w momencie
napotkania elementéw o ztej kolefoo
zamienia je miejscami i rozpoczyna caty
proces sortowania od pagdku. Algorytm
sortowania hbelkowego wymienia
miejscamizle utozone elementy sortowanego
zbioru i przechodzi do nagnej pary

dl] - d[i+1] zwigk_sz_ajap indel_<s i o 1. Dzki takiemu
podegciu rosnie efektywndé, co
< odzwierciedla klasa czasowej zémdici
—Y obliczeniowe;j:
=1+ v Sortowanie naiwne ®(n°);
=i+

Sortowanie hbelkowe -©(n?)
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Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego
wersja nr 1

klasa ztaondici obliczeniowej optymistyczna(n?)

klasa ztaoncici obliczeniowej typowa o(n?)

klasa zt@ondici obliczeniowej pesymistyczn®(n?)

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilna¢ TAK

Podany wyej algorytm sortowania ghelkowego meéna zoptymalizowa pod wzgédem czasu
wykonania. Jdéi przyjrzymy sk dokladnie obiegom wykonywanym w tym algorytmie, to
zauwaymy bardzo istotp rzecz : Po wykonaniu petnego obiegu w algorytmaetasvania
babelkowego najstarszy element wyznaczony przez gszyporadek zostaje umieszczony na
swoim wigciwym miejscu - na kacu zbioru.

Whiosek ten jest oczywisty. W kdej kolejnej parze poréwnywanych elementow elenstatszy
przechodzi na drug pozycg. W kolejnej parze jest on na pierwszej pozycji,skoro jest
najstarszym, to po poréwnaniu znéw przejdzie naygearug itd. - jest jakby cigniety na koniec
zbioru (jak labelek powietrza wyptywagy na powierzchriwody).

Spoéjrzmy na porszy przyktad.

Wykonamy jeden obieg sortigy dla zbioru picioelementoweg$ 9 3 1 7 0 } Elementem
najstarszym jest pierwszy element - liczba 9.

Obieg Zbior Opis operacji
93170 |Parawymaga przestawienia elementow. Element nsgstarzejdzie na
druga pozycg w parze.
39170 Konieczne przestawienie elementow. Element naptansow trafi na
1 pozycg druga w parze.

31 9 7 0 |Konieczne przestawienie elementéw.

317 9 0 |Ostatnia para rownilevymaga przestawienia elementow.

3170 9 |Koniec obiegu. Najstarszy element znalagts kaicu zbioru.

Zwroémy uwag, ze po kadym obiegu na kicu zbioru tworzy si podzbiér uporgzdkowanych
najstarszych elementow. Zatem w kolejnych obiegamiiemy pomij& sprawdzanie ostatnich
elementdw - liczebnig zbioru do posortowania z kdym obiegiem maleje o 1.

Zwroémy uwag, ze pozbylsmy sk tutaj operacji ,pustych” to znaczy takich, ktorie nie robi
nam w zbiorze. Pozbyciegdiych operacji nagpito oczywgcie w petli zewntrznej (gtla 1).

Mozliwa jest dalsza redukcja operacji pustyclilijeedziemy sprawdzg czy w tli wewnetrznej
byly przestawiane elementy (czyli czy wykonano apgr sortujce). Jéli nie, to zbior jest ja
posortowany i mgemy zakaczy¢ prae algorytmu.
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Przyktad :
Posortujmy zbior {31 0 7 9 } zgodnie z wprowadzonodyfikach (sprawdzeniem, czy w petli
wewrgtrznej byty przestawiane elementy).

Obieg Zbior Opis operacji
3 1079 |Konieczne przestawienie elementéw
1 3 079 [|Konieczne przestawienie elementow
1 |10 37 9 |Elementy w dobrej kolejriai
103 7 9 |Elementy w dobrej kolejrigi
1037 19 Koniec pierwszego obiegu. Poniemlayty przestawienia elementow,
sortowanie kontynuujemy
1 0 37 9 [Konieczne przestawienie elementow
0 137 9 |Elementy w dobrej kolejriai
2 lo1 379 |Elementyw dobrej kolejriai
013 F7°9 Koniec drugiego obiegu. Byto przestawienie elementatem sortowanie
kontynuujemy
0 13 7 9 |Elementy w dobrej kolejriai
3 [0 1379 Elementy w dobrej kolejrici
01 37s Koniec trzeciego obiegu. Nie byto przestafivedementow, kaczymy

sortowanie. Wykonalmy o 1 obieg sortagy mniej.
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Schemat blokowy uwzgliniajgcy wszystkie powigze modyfikacje

@ om 1 NIE
J =

=+

Petla zewretrzna nr 1 zlicza obiegi wstecz,
tzn. pierwszy obieg ma numer n-1. Eki
takiemu poddgciu w zmiennej j mamy
zawsze numer ostatniego elementu, do
ktérego ma dag petla wewretrzna nr 2. Ta
zmiana wymaga rownieodwrotnej iteracji
zmiennej |.

Petla wewrgtrzna (2) sprawdza w warunku
kontynuaciji, czy wykonata j obiegow, a nie
jak poprzednio n-1 obiegéw. Qi temu po
kazdym obiegu ptli nr 1 (zewrtrznej) mtla

nr 2 kxdzie wykonywa o jeden obieg mniej.
Dodatkowo, przed we&giem do ptli
sortupcej nr 2 ustawiamy zmiegnn
pomocnica p. J&li w petli zajdzie potrzeba
przestawienia elementow, to zmienna p jest
zerowana. Po wykonaniu ¢t sortujacej
sprawdzamy, czy zmienna p jest ustawiona.
Jeili tak, to przestawienie elementéw nie
wystapito, zatem kaczymy algorytm. W
przeciwnym razie wykonujemy Kkolejny
obieg wtli nr 1.

Pozostata ¢g¢ algorytmu nie jest zmieniona
- W petli wewnetrznej nr 2 sprawdzamy, czy
element d[i] jest w ziej kolejai z
elementem d[i+1]. Sprawdzany warunek
spowoduje posortowanie zbioru r@sn.
Przy sortowaniu malggym zmieniamy
relack wickszaci na relacgg mniejszdci.
Jeili warunek jest spetniony, zamieniamy
miejscami element d[i] z elementem d[i+1],
po czym kontynuujemy qble nr 2
zwickszapc o 1 indeks i. Po kaym
zakaiczeniu ptli nr 2 indeks | jest
zmniejszany o 1.

Zbior Ikdzie posortowany, § po
wykonaniu wewgtrznego obiegu
sortupcego  nie  wysipi  ani  jedno
przestawienie elementow padkowanego
zbioru.

Czy algorytm sortowaniagbelkowego mena jeszcze ulepséy Tak, ale zaczynamy juwsiagat
kres jego maliwosci, poniewa ulepszenia polegajjedynie na redukcji operacji pustych.
Wykorzystamy informagj o miejscu wystpienia zamiany elementow (czyli o miejscu wykonania

operacji sortuyjcej).

Jeli w obiegu sortuyjcym wyshpi pierwsza zamiana na pozycji i-tej, to w kolejnysbiegu
bedziemy rozpoczynali sortowanie od pozycji o jedenigjszej (chybaze pozycjai-ta byta
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pierwsz pozych w zbiorze). Dlaczego? Odpowiegest prosta. Zamiana spowodowalaritodszy
element znalazt sina pozycji i-tej. Poniewaw obiegu sortujcym miodszy element zawsze
przesuwa si0 1 pozyct w kierunku pocatku zbioru, to nie ma sensu sprawdzanie pozycjl o
i-2, poniewa w poprzednim obiegu zostaly onezjgprawdzone, nie wygtita na nich zamiana
elementdéw, zatem elementy na pozycjach od 1 dsai¢hwilowo w dobrej kolejnéci wzgledem
siebie. Nie mamy tylko pewloi co do pozycji i-1-szej oraz i-tej, poniewvastatnia zamiana
elementow umigita na i-tej pozycji mtodszy element, ktéry dynoze naley wymieni z
elementem na pozycji wcagejszej, czyli i-1. W ten sposéb okleny pocztkowa pozycg, od
ktorej rozpoczniemy sortowanie elementow w gasym obiegu sortagym.

Ostatnia zamiana elementow wyznaczy pogyancowa dla nastpnego obiegu. Wiemy,ziw
kazdym obiegu sortacym najstarszy element jest zawsze umieszczanywagejs docelowej
pozycji. Jéli ostatnia zamiana elementéw wysita na pozycji i-tej, to w nagbnym obiegu
poréwnywanie elementéw zakczymy na pozycji 0 1 mniejszej - w ten sposoOb nidziemy
sprawdza juz najstarszego elementu z poprzedniego obiegu.

Sortowanie prowadzimy dgd, & w obiegu sortujcym nie wysipi ani jedna zamiana elementow.

Teoretycznie powinno to zoptymalizodvaalgorytm, poniewa s3 sortowane tylko niezfune
fragmenty zbioru - pomijamy obszary posortowanére&tworz sig na kaicu i na pocatku zbioru.
Oczywiscie zysk nie bdzie oszatamiapy w przypadku zbioru nieupadkowanego Ilub
posortowanego odwrotnie (i st zdarzy, iz ewentualne korzgi czasowe &da mniejsze od
czasu wykonywania dodatkowych operacji). Jedpakdla zbiorbw w diym stopniu
uporadkowanych megemy uzyské catkiem rozsdny algorytm sortucy prawie w czasie
liniowym ©(n).

Zmienne pomocnicze :

i - zmienna stergga @tli, i 0N

p_min - dolna granica pozycji sortowanych element@_ min[J N
p_max - gérna granica pozycji sortowanych elementpwmaxd N
p - numer pozycji zamiany elementéw [N

Lista krokéw :

Krok1: p_min:=1; p_max:=n-1,

Krok2: p:=0;

Krok 3: Dlai:=p_min ...... p_max wykonuj kroi..7

Krok 4 : Jali d[i] <= d[i + 1], to wykonaj nasfpny obieg pgtli z kroku 3
Krok 5: Zamié wartcsci tablicy d[i] z d[i+1] ( d[i] - d[i+1] )
Krok 6 : Jglip =0, top_min:=i;

Krok 7: p:=i;

Krok8: Jglip_ min>1,top_min:= p_min—-1;

Krok9: p_max:=p-1,

Krok 10: Jali p > 0, to wr& do kroku 2

Krok 11: Zakdicz algorytm
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Schemat blokowy uwzgliniajgcy wszystkie powigze modyfikacje

NIE

NIE

>

TAK

p_min :=p_min - 1;

di] - d[i+1]

Zmienna p_min przechowuje numer
pozycji, od ktdrej rozpoczyna esi
sortowanie zbioru. W pierwszym
obiegu sortujcym rozpoczynamy od
pozycji nr 1. Zmienna p_max
przechowuje numer ostatniej pozycji
do sortowania. Pierwszy obieg
sortupcy koaczymy na pozycji n-1,
czyli na przedostatniej.

Petla numer 1 wykonywana jest
dotad, & w wewrgtrznej gtli nr 2 nie
wystapi zadna zamiana elementéw.
Zmienna p pelni w tej wersji
algorytmu nieco ing role niz
poprzednio.  Mianowicie dulzie
przechowywata numer pozycji, na
ktorej algorytm ostatnio dokonat
wymiany elementow. Na pogiku
wpisujemy do p wart& 0, ktora nie
oznaczazadnej pozycji w zbiorze.
Zatem jéli ta wartg¢ zostanie
zachowana, uzyskamy pewsdo iz
zbior jest posortowany, poniewaie
dokonano wymiany elementow.
Wewrgtrzna petle sortupca
rozpoczynamy od pozycji pmin.
W petli  sprawdzamy  kolejn@
elementu i-tego z elementem
nastpnym. Jéli kolejnos¢ jest zia,
wymieniamy miejscami te dwa
elementy. Po wymianie sprawdzamy,
czy jest to pierwsza wymiana -
zmienna p ma wtedy wato 0. Jéli
tak, to numer pozycji, na Kktorej
dokonano wymiany umieszczamy w
pmin. Numer ten zapagtujemy
rowniez w zmiennej p. Zwré uwag;,

iz dzigki takiemu podejciu p zawsze
bedzie przechowywato numer pozyciji
ostatniej wymiany - jest to zasada
zwana "ostatni zwyera".

Po sprawdzeniu elementow
przechodzimy do naginej pozycji
zwickszapc i 01 i kontynuujemy
petle, az do przekroczenia pozycji
p_max. Wtedy gtla wewrgtrzna

zakaczy sk. Jali w petli nr 2 byta dokonana zamiana elementéw, to pnawigra numer pozyciji
pierwszej zamiany. 3k nie jest to pierwsza pozycja w zbiorze, pmin zegzamy o 1, abyqila
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sortupca rozpoczynata od pozycji poprzedniej w stosunku mbzycji pierwszej zamiany
elementow.

Pozycj; ostatni zawsze ustalamy o 1 mniejgsad numeru pozycji kicowej zamiany elementow.
Na koniec sprawdzamy, czy faktycznie doszto do aamielementow. 3k tak, to p jest weksze
od 0, gdy zawiera numer pozycji w zbiorze, na ktorej algoryrymienit miejscami elementy. W
takim przypadku gtle nr 1 rozpoczynamy od pogtku. W przeciwnym razie kawzymy, zbior jest
uporzdkowany.

Cechy Algorytmu Sortowania Babelkowego
wersja nr 2

klasa ztaonasci obliczeniowej optymistyczna® (n)

klasa ztaoncici obliczeniowej typowa o (M)

klasa zt@ondici obliczeniowej pesymistyczn® (n?)

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilnag¢ TAK

8.4. Sortowanie przez wybor.

Idea algorytmu sortowania przez wybor jest bardasia. Zatémy, iz chcemy posortowazbior
liczbowy rosmco. Zatem element najmniejszy powinien znalgic na pierwszej pozycji. Szukamy
w zbiorze elementu najmniejszego i wymieniamy gelementem na pierwszej pozycji. W ten
spos6b element najmniejszy znajdziers swojej docelowej pozycji.

W identyczny sposob pegtujemy z reszt elementéw nabecych do zbioru. Znéw wyszukujemy
element najmniejszy i zamieniamy go z elementem dnagiej pozycji. Otrzymamy dwa
posortowane elementy. Proceglkontynuujemy dla pozostatych elementow adiptaz wszystkie
beda posortowane.

Algorytm sortowania przez wybér posiada kl@azasowej zlponcici obliczeniowej réwa ©(n?).
Sortowanie odbywa sw miejscu.

Przyktad : posortujmyatmetod, zbior {4 7 2 9 3}. Kolorem zielonym oznaczono eksmty zbioru,
ktore s juz posortowane.

Zbior Opis operacji

4 7JEH° 3 |Wyszukujemy najmniejszy element w zbiorze. Jestlitaba 2.

Znaleziony element minimalny wymieniamy z pierwszglementem zbioru - licab

27493
4

2 7 4 9JEll |Wsrod pozostatych elementéw wyszukujemy element nigjsay. Jest nim liczba 3.

2 3497 |Znaleziony element minimalny wymieniamy z drugirareentem zbioru - liczb7.

2 3EH° 7 |Znajdujemy kolejny element minimalny - licz@.

Wymieniamy go z samym sab element ten nie zmienia zatem swojej pozycji w

23497 ‘
zbiorze.

2 3 4 9@ |Znajdujemy kolejny element minimalny
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23479

Wymieniamy go z liczh 9

23479

Ostatni element jest zawsze na sgtavej pozycji. Sortowanie zakozone

Podana metoda sortuje zbiér resn. Jéli chcemy posortowazbiér malejco, to zamiast elementu
minimalnego poszukujemy elementu maksymalnego. Rateoczs¢ procedury sortugej nie ulega

zmianie.

Schemat blokowy :

NIE

TAK

p_min :=i;

P 4

i=i+1;

A 4

d[p_min] - d[il;

d[i] <d[p_min]

j=i+ L

Petla zewrgtrzna (1) sterowana zmieqn

j wyznacza kolejne elementy zbioru o
indeksach od 1 do n - 1, w ktérych
Zostan umieszczone elementy
minimalne. Na pocgku tej petli
zaktadamy, i elementem minimalnym
jest element d[j] i zapangiujemy jego
indeks w zmiennej gn.

W petli numer 2 sterowanej zmiean
porébwnujemy  pozostale  elementy
zbioru z elementem dfp]. J€li
element zbioru d[i] jest mniejszy od
elementu d[pir], to znalélismy nowy
element minimalny. W takim przypadku
zapamgtujemy jego pozye W Pmin |
kontynuujemy ptle wewrgtrzna.

Po zakaczeniu gtli wewngtrznej pnin
zawiera indeks elementu minimalnego.
Zamieniamy miejscami element d[j] z
elementem d[pi]. Dzicki tej operacii
element minimalny znajduje ¢sina
swojej docelowej pozycji. Zwkszamy

j przechodzc do kolejnego elementu
zbioru i kontynuujemy  ¢le
zewretrzm.

Strona 66 z 185



Cechy Algorytmu Sortowania Przez Wybor

klasa ztaondici obliczeniowej optymistyczna(n?)

klasa ztaoncici obliczeniowej typowa o(n?)

klasa zt@ondici obliczeniowej pesymistyczn®(n?)

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilna¢ NIE

8.5. Sortowanie przez wstawianie.

Algorytm sortowania przez wstawianie pma poréwné do sposobu uktadania kart pobieranych z
talii. Najpierw bierzemy pierwgzkart. Nastpnie pobieramy kolejne,zado wyczerpania talii.
Kazda pobran karte poréwnujemy z kartami, ktérejurzymamy w ¢ce i szukamy dla niej miejsca
przed pierwsz karta starsz (mtodsz w przypadku poradku malegcego). Gdy znajdziemy takie
miejsce, rozsuwamy karty i nawwstawiamy na przygotowane w ten sposob miejscgd (st
pochodzi nazwa algorytmu - sortowanie przez wstawiaang. Insertion Sort). slenasza karta jest
najstarsza (najmtodsza), to umieszczamynfq samym kacu. Tak porzdkujemy karty. A jak
przenig¢ te ideg doswiata komputerow i zbiorow liczbowych?

Algorytm sortowania przez wstawianiedzie skiadat si z dwdéch ptli. Petla gtdwna (zewstrzna)
symuluje pobieranie kart, czyli w tym wypadku elen@av zbioru. Odpowiednikiem kart nace
jest tzw. lista upordkowana (ang. sorted list), kiosukcesywnie &dziemy tworzyli na kacu
zbioru (istnieje té odmiana algorytmu umieszczeg list uporadkowary na pocatku zbioru).
Petla sortupca (wewrtrzna) szuka dla pobranego elementu miejscasoie luporadkowanej. Jdi
takie miejsce zostanie znalezione, to elementy It odpowiednio rozsuwane, aby twoézy
miejsce na nowy element i element wybrany przette ptowna trafia tam. W ten sposéb lista
uporzdkowana rozrasta @i Jgli na liscie uporadkowanej nie ma elementu ¢kiszego od
wybranego, to element ten trafia na koniec listprt@vanie zakaczymy, gdy ptla gtowna
wybierze wszystkie elementy zbioru.

Algorytm sortowania przez wstawianie posiada &lasasowej ztbonasci obliczeniowej réwa
O(n?). Sortowanie odbywasiv miejscu.

Najwazniejsz operacy w opisywanym algorytmie sortowania jest wstawiamyoranego elementu
na list uporadkowary. Zasady g nastpujace:

1. Na pocatku sortowania lista upogdkowana zawiera tylko jeden, ostatni element zbioru
Jednoelementowa lista jest zawsze ugdknwana.

2. Ze zbioru zawsze wybieramy elementaley tuz przed lis§ uporadkowary. Element ten
zapamgtujemy w zewntrznej zmiennej. Miejsce, ktére zajmowalt, ey potraktowé jak
puste.

3. Wybrany element poréwnujemy z kolejnymi elementtsty uporadkowanej.

4. Jeli natrafimy na koniec listy, element wybrany wstamy na puste miejsce - lista rozrasta
si¢ 0 nowy element.
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5. Jeli element listy jest wikszy od wybranego, to element wybrany wstawiampungte
miejsce - lista rozrastagsd nowy element.

6. Jeli element listy nie jest wkszy od wybranego, to element listy przesuwamyusiep
miejsce. Dziki tej operacji puste miejscegdruje na lécie przed kolejny element.
Kontynuujemy poréwnywanie zavystpi sytuacja z punktu 4 lub 5.

Przyktad :

Posortujmy zbior {73852 }.

Zbior

Opis operacji

7 3 8 5

Ostatni element jest zgkiem listy uporadkowane;.

Ze zbioru wybieramy elementigcy tuz przed lisy uporzdkowan.

Wybrany element poréwnujemy z elementem listy.

ol N O

Poniewa element listy jest mniejszy od elementu wybranég@rzesuwamy
go na puste miejsce.

Na liscie nie ma ja wiccej elementéw do poréwnania,awielement wybrany
wstawiamy na puste miejsce. Lista upglizowana zawiera judwa elementy.

Ze zbioru wybieramy 8

8 porownujemy z 2

(N |

2 jest mniejsze, zatem przesuwamy je na puste ceiejs

8 porownujemy z 5

o [ O1 00 | O

5 jest mniejsze, przesuwamy je na puste miejsce

Lista nie zawiera wicej elementdw, zatem 8 wstawiamy na puste miejsae.
liscie uporadkowanej mamy jutrzy elementy.

Ze zbioru wybieramy 3

3 poréwnujemy z 2

WD W]

2 jest mniejsze, wdruje zatem na puste miejsce

3 porownujemy z 5.

Tym razem mniejszy jest element wybrany. Znkdeny jego miejsce nascie,
wigc wstawiamy go na puste miejsce. Lista zawiezaljelementy.

Ze zbioru wybieramy ostatni element - ligzh
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> mEmmsmme | 7 porownujemy z 2

7 : - , -
> < mawmsmmE |2 jest mniejsze, przesuwamy je na puste miejsce
7 . :
> 3 psmma | 7 porownujemy z 3
7 : - , -
om 3 < pemmas |3 jest mniejsze, przesuwamy je na puste miejsce
7 . :
s 3 5 pg |/ porownujemy z 5
-

omman 5 < pg | D jest mniejsze, przesuwamy je na puste miejsce

5 3 5 g |7 poréwnujemy z 8

Element wybrany jest mniejszy, wstawiamy go na@usiejsce. Lista
uporzdkowana olgta juz caty zbior. Sortowanie jest zaktzone.

Cechy Algorytmu Sortowania Przez Wstawianie

klasa ztaonasci obliczeniowej optymistyczna®©(n)

klasa zt@oncici obliczeniowej typowa O (n)

klasa zt@ondici obliczeniowej pesymistyczn® (n?)

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilnag¢ TAK

Specyfikacja algorytmu :

Dane wejciowe :
n - liczba elementow w sortowanym zbiorze, iN
d[] - zbior n-elementowy, ktorycdzie sortowany. Elementy zbioru mapdeksy od 1 do n.

Dane wyjciowe :
d[] - posortowany zbior n-elementowy. Elementjorbb map indeksy od 1 do n

Zmienne pomocnicze :
(] - zmienne steryge wtli, i, ] ON
X - zawiera wybrany ze zbioru element
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Lista krokow :

Krok1: Dlaj=n-1,n-2, ..., 1: wykonujdi 2...4

Krok2: x:=d[j]; i:=]+1;

Krok 3: Dopoéki(i<=n) i (x>d[i])wykonu[i-1]:=d[i]; i:=i+1
Krok4: d[i-1]:=x

Krok 5: Zakaicz

Schemat blokowy
Petle gltbwm rozpoczynamy od

przedostatniej pozycji w zbiorze.
Element na ostatniej pozycji jest

zakzkiem listy uporadkowane;.

j=j-1; Dlatego licznik tli nr 1 przyjmuje

wartasé pocatkowa j =n - 1.

. Ze zbioru wybieramy element d[j] i
umieszczamy go W  zmiennegj
pomocnicze] X. Miejsce zajmowane
przez ten element staje §uste.
Petle wewretrzng rozpoczynamy od
pozycji nastpnej w stosunku do j.
Pozycja ta zawiera pierwszy element
listy uporadkowanej, ktora tworzona
jest na kacu sortowanego zbioru.
Petle wewrgtrzna przerywamy w
dwoch przypadkach - gdy licznikethi
wyjdzie poza indeks ostatniego
elementu w zbiorze lub gdy element
wybrany, przechowywany w zmiennej
pomocnicze] X, jest mniejszy lub
rowny biezaco testowanemu
elementowi listy upormdkowanej (dla
sortowania malarego naley
zastosowa w tym miejscu relagj

] =X wigkszy lub réwny). W obu
d[i-1] := d[i]; j=j-1; przypadkach na puste miejsce ma

trafic zawartéd¢ zmiennej x i ptla
y zewrgtrzna  jest  kontynuowana.
=i+ Zauwa, iz pozycja tego miejsca w
zbiorze jest rowna i - 1.

Jeli zaden z warunkoéw przerwania
petli wewnetrznej nr 2 nie wyspi, to
przesuwamy biecy element listy na puste miejsce i kontynuujerayepnvewrgtrzna.

Podsumowuyjc: petla zewrgtrzna wybiera ze zbioru kolejne elementy o indeksad n - 1 do 1,
petla wewretrzna szuka dla wybranych elementéw miejsca wstaaiaa lécie uporadkowanej,
po znalezieniu ktoregoegfla zewrgtrzna wstawia wybrany element na disGdy gtla zewrtrzna
przebiegnie wszystkie elementy o indeksach od de 1, zbiér bdzie posortowany.
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8.6. Sortowanie metod Shella.

W latach 50-tych XX wieku informatyk Donald Shelwvayt, iz algorytm sortowania przez
wstawianie pracuje bardzo efektywnie w przypadkuy gebior jest w daym stopniu
uporzdkowany, a gdy zbior jest nieupadkowany to algorytm ten pracuje nieefektywnie. Die
si¢ to dlatego, i elementy g przesuwane w kKalym obiegu o jedn pozycg przy wstawianiu
elementu wybranego na kstiporzdkowarn.

Pomyst Shella polegat na tynmy; sortowany zbiér dzielimy na podzbiory, ktorych reenty g
odlegte od siebie w sortowanym zbiorze o pewiertgpds. Kazdy z tych podzbiorow sortujemy
algorytmem przez wstawianie. Ngshie ods¢p zmniejszamy. Powoduje to powstanie nowych
podzbiorow (ledzie ich ju mniej). Sortowanie powtarzamy i zndw zmniejszangskp, a
osiagnie on warté¢ 1. Wtedy sortujemy junormalnie za pomacinstertion Sort. Jedna& z uwagi
na wczéniejsze obiegi sortage mamy utatwione zadanie, poniemzbior zostat w diym stopniu
uporazdkowany. Dz¢ki pocztkowym duwym odstpom elementy byly przesuwane w zbiorze
bardziej efektywnie - na de odlegidci. W wyniku otrzymujemy najlepszy pod wezdem
szybkdci czasu wykonania algorytm soray w klasie®(n?). Algorytm ten nosi réwnie nazwe
algorytmu sortowania przez wstawianie z mgdgm ods¢pem (ang. Diminishing Increment Sort).

Efektywna¢ algorytmu sortowania metedShella zalgy w duzym stopniu od @gu przygtych
odstpdéw. Pierwotnie Shell proponowat pierwszy egstrowny potowie liczby elementéw w
sortowanym zbiorze. Kolejne odply otrzymujemy dzielc odstp przez 2 (dzielenie
catkowitoliczbowe).

Przyktad :

Posortujemy metad Shella zbior émiu liczb: {4295638 1} w posrlku rosacym. Zbiér
posiada osiem elementéw, zatem przyjmiemy napistodsgp h rowny 4. Taki odsp podzieli
zbioér na 4 podzbiory, ktérych elementydh elementami zbioru wégiowego odlegtymi od siebie o
4 pozycje. Kady z otrzymanych podzbioréw sortujemy algorytmemt@aeania przez wstawianie.
Poniewa zbiory te § dwuelementowe, to sortowaniedzie polegato na poréwnaniu pierwszego
elementu podzbioru z elementem drugim i ewentuatamiar ich miejsc, jéli beda w
niewtaciwym porzadku.

Podziat, h=4 Sortowani43 Wynik
4 2 9 5 6 3 8 1 |-Zhibr wepciowy
1| 4 6 4 6 4 6
2 2 3 2 3 2 3
3 9 8 8 9 8 9
4 5 1| 1 5 1 5
Zbiér wyjsciowy -/ 4 2 8 1 6 3 9 5

Zmniejszamy odsgp h o potowe, wiec h = 2. Zbiér podstawowy zostanie podzielony na dw
podzbiory. Kady z tych podzbiorow sortujemy przez wstawianie:

Podziat, h=2 Sortowanie Wynik
4 2 8 1 6 3 9 5 |-Zbior wefciowy
1| 4 8 6 9 4 6 8 9 |4 6 8 9
2 2 1 3 5| 1 2 3 5 1 2 3 5
Zbior wyjsciowy - 4 1 6 2 8 3 9 5
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Zmniejszamy odsp h o potowe, h = 1. Taki odsfp nie dzieli zbioru wégiowego na podzbiory,
wiec teraz kdzie sortowany przez wstawianie caly zbior. Jedcagkrytm sortujcy ma utatwion
prac;, poniewa dzigki poprzednim dwém obiegom zbiér zostat&@owo uporadkowany -
elementy mate zhtyly si¢ do pocatku zbioru, a elementy de do kaca.

Podziat, h=1 Sortowanie | Wynik
4 1 6 2 8 3 9 5 |-Zhibr wegciowy
1/4 1 6 2 8 3 9 5|1 2 3 4 5 6 8 9|1

Zbior wyjsciowy - 1 2 3 4 5 6

Dobér optymalnych odgpow.

Kluczowym elementem wptywagym na efektywn& sortowania metad Shella jest wigciwy
dobor chgu odsgpdéw. Okazuje si iz ciag zaproponowany przez tw@ralgorytmu jest jednym z
najgorszych, poniewaw kolejnych podzbiorach uczestniomielokrotnie te same elementy.
Problem optymalnych odgiéw w algorytmie sortowania metpdShella nie zostat rozezany
matematycznie, poniewaw o0golnym przypadku jest niezwykle trudny. Wieluadaczy
proponowato na wyboér tych odgidw r&zne cigi liczbowe otrzymujc lepsze lub gorsze rezultaty.
Na przyktad profesor Donald Knuth zbadat bardzotadkie algorytm sortowania metp&hella i
doszedt do wniosku,zi dobry chg odstpéw dla n elementowego zbioru ama wyznaczy
nastpujaco:

Przyjmujemy h =1

obliczamy R = 3h,.; + 1 & do momentu gdydr=n

Ostatecznie h = [h 9]

Przykfad :
Obliczmy pierwszy odgp dla zbioru o n = 200 elementach:
h1 =1

h,=3h +1=3+1=4-mniejsze od 200, kontynuujemy
hy=3h +1 =12 + 1 = 13 - kontynuujemy
hy=3h +1 =39 + 1 =40 - kontynuujemy
hs =3h+ 1 =120 + 1 = 121 - kontynuujemy
hs = 3h + 1 =360 + 1 = 361 - stop, ponienjast wiksze od 200
h=1[h:9]=[361:9]=[40 1/9] = 40 (zwtduwag, iz jest to zawsze element wén&jszy
o dwie pozycje, czyli§)
Kolejne odstpy obliczamy dzieic catkowitoliczbowo bigacy odstp przez 3. Taki winie sposob
wyliczania odstpow przyjmiemy w haszym algorytmie.

Specyfikacja problemu :

Dane wejciowe :
n - liczba elementow w sortowanym zbiorze,) iN
d[] - zbior n-elementowy, ktérycozie sortowany. Elementy zbioru mapdeksy od 1 do n

Dane wyjciowe :
d[] - posortowany zbior n-elementowy. Elementjozb map indeksy od 1 do n

Zmienne pomocnicze :
i - indeks elementu listy upag@kowanej, i N
j - zmienna sterygpa tli, j 0N
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X

Lista krokéw

- odstp pomkdzy kolejnymi elementami podzbioréw, ChN

- zawiera wybrany ze zbioru element

Krok 1 :
Krok 2 :
Krok 3 :
Krok 4 :
Krok 5 :
Krok 6 :
Krok 7 :
Krok 8 :
Krok 9 :
Krok 10 :

Krok 1

1:

h:=1;
Powtarzaj h := 3*h + 1zéh >=n
h:=hdiv9

Jeelih=0toh:=1;
Dopoki h > 0: wykonuj kroki 6...10

Dlaj=n-h,n-h-1, ..,

1: wykonkijoki 7...9

Dopdki (i <= n) i (x > d[i]): wykonuj d[t h] :=d[i];

x =d[j]; i:=j+h
dfi - h] :==x
h:=hdiv3
Zakacz

Schemat blokowy :

( START )

h:=hdiv9

o>

TAK

h:=

,@

X .= d[J]:
i:=j+h;

i:=i+h

Na pocatku algorytmu
wyznaczamy  warkd
pocatkowego odsipu
h.

Po  wyznaczeniu h
rozpoczynamy gtle
warunkowy nr 1. Rtla ta
jest wykonywana datl,
az odstp h przyjmie
wartas¢ 0. Wtedy
konczymy algorytm,
zbiér kedzie posorto-
wany.

Wewmtrz petli nr 1
umieszczony jest
opisany wczeniej
algorytm sortowania
przez wstawianie, Kktory
dokonuje sortowania
elementow poszczegol-
nych podzbiorow wyz-
naczonych przez odgt
h. Po zakéczeniu sorto-
wania podzbioréw
odstp h jest
zmniejszany i nasgpuje
powrét na pocaek petli
warunkowej nr 1.
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Uwaga : Zwré uwag, iz kazdy obieg ptli nr 2 sortuje przemiennie jeden element z kolen

podzbioréw. Najpierw dda to elementy przedostatnie w kolejnych podzbioragiznaczonych

odstpem h, péniej wczéniejsze i wczéniejsze. Takie pod&jie znaczco upraszcza algorytm
sortowania.

Cechy Algorytmu Sortowania Metodg Shella

klasa zt@ondici obliczeniowej optymistyczna@(n'%

klasa zt@ondici obliczeniowej typowa

o)
klasa ztaoncici obliczeniowej pesymistyczna
Sortowanie w miejscu TAK
Stabilnag¢ NIE
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8.7. Rekurencja.
Zadanie :Obliczy¢ silnig liczby 120 - (120) !

Rozwizanie :
1 ,gdy nC}{0,1}
Formalny zapis matematyczny funkciji silnia : nl= 1200, . [h ,gdyn ] |\|+ -1

Algorytm iteracyjny :

Na pocatku algorytmu wczytywana
jest liczba n, ktérej to mamy obliczy
silnic. Nastpnie sprawdzany jest
warunek czy jest ona wksza od 1.
Jali tak, to licznik i oraz liczh x
(wyliczam silnig) ustawiamy na 2 i
sprawdzamy, czy licznik i jest rowny
podanej liczbie n. Licznik ten jest
zwickszany o 1 oraz wykonywane
jest mnagenie x = x*I & do
momentu, gdy i = n.

\ 4

Zwroémy uwag w jaki sposéb obliczna jest silnia.

Znajac np. warté¢ 3 ! = 6 tatwo obliczy wartas¢ 4 | = 6*4 = 24 |, znac wartg¢ 4! = 24 mana
tatwo obliczy¢ 5! =24*4 =120 czyli4!*5

Ogodlnie mana to zapisaw postaci: n! = (n-1) ! * n (definicja rekureyjna)

Prosz zwrdcic na odwotanie rekurencyjne — silnia liczby n jeéstna wartdci silni liczby n-1
pomnozonej przez n. Oczyéeie, aby policzy (n-1) ! musimy znasilnig liczby (n-2) i pomnozy
ja przez (n-1) itp.

Rekurencja - sposéb wykonywania oblitzer ktorym wydzielony podprogram wywotuje siebie
samego.

Strona 75 z 185



Rekurenc mazna rownie zastosowado opisu czynnii, ktore nie g obliczeniami. Klasyczny
jest juz opis jedzenia kaszki podany przez informatyka jgkéggo Andrieja P. Jerszowa:

Podprogramledz kaszk
sprawd czy talerz jest pusty
nie - we tyzke kaszki i jedz kasezKdale)).

Aby funkcja rekurencyjna byta poprawna, musi onaéécisle zdefiniowany warunek zakozenia
wywotan rekurencyjnych (w ,kaszce” — sprawatzy talerz jest pusty ).

Rekurencyjne oblicznie silni - lista krokéw

Krok 1 : Jalin < 2, silnia(n) := 1 i zaké&cz algorytm
Krok 2 : silnia(n) := n * silnia(n - 1) i zakwz algorytm

Niestety, programu tego nie da siruchomé w TP dla liczb w¢kszych od 8 — wysgpi biad
przepetnienia stosu koprocesora.

Dzigki rekurencji funkcja wyliczajca wartd¢ silni staje s¢ niezwykle prosta. Najpierw
sprawdzamy warunek zakczenia rekurencji, tzn. sytuacjgdy wynik dla otrzymanego zestawu
danych jest oczywisty. W przypadku silni sytua@&a wysipi dla n < 2 - silnia ma waré 1.
Jeli warunek zakaéczania rekurencji nie wysbi, to wart@¢ wyznaczamy za pomac
rekurencyjnego wywotania obliczania silni dla argumtu zmniejszonego o 1. Wynik tego
wywotania mnaymy przez n i zwracamy jako wastosilni dla n.

n=5 silnia(5) =5 x silnia(4) = 5 x 24 = 120

n=4 silnta(4) = 4 x silnia(3) = 4 x 6,= 24—

n=3 silnia(3) = 3 x silnia(2) = 3x 2= 6 2
n=s silnia(2) = 2 x silnia(1) = 2 x 1‘:32 =
1= L silnia(1) =1—

8.8. Sortowanie przez scalanie

Poczynaic od tego miejsca przechodzimy do opisu algorytme®ybkich, tzn. takich, ktore
posiadaj klas; czasowej ztbonasci obliczeniowej rowa @(n logn) lub nawet lepsz

W informatyce zwykle obowkzuje zasada, zi prosty algorytm posiada éu ztozongs¢
obliczeniows, natomiast algorytm zaawansowany posiada maizonasé obliczeniows, poniewa
wykorzystuje on pewne wiasfm, dzigki ktorym szybciej dochodzi do rozazania.

Wiele dobrych algorytméw sortagych korzysta z rekurencji, ktéra powstaje wtedgy glo
rozwiazania problemu algorytm wykorzystuje samego siegbiemienionym zestawem danych.

Strona 76 z 185



Wynaleziony w 1945 roku przez Johna von Neumangargim sortowania przez scalanie jest
algorytmem rekurencyjnym. Wykorzystuje zasadbiel i zwyckzaj, ktéra polega na podziale
zadania gtbwnego na zadania mniejszeadiotz rozwigzanie stanie si oczywiste. Algorytm
sortupcy dzieli poradkowany zbior na kolejne potowy dopodki taki podzjast maliwy (tzn.
podzbi6r zawiera co najmniej dwa elementy). Masie uzyskane w ten sposObe&d zbioru
rekurencyjnie sortuje tym samym algorytmem. Poswaite czs$ci taczy ze sob za pomoeg
scalania tak, aby wynikowy zbi6r byt posortowany.

Podstawow operacy algorytmu jest scalanie dwéch zbioréw upgizowanych w jeden zbi6r
rowniez uporadkowany. Operagj scalania realizujemy wykorzystgj pomocniczy zbiér, w
ktérym kedziemy tymczasowo odktadascalane elementy dwéch zbioréw. Ogodlna zasada jest
nastpujaca:
1. Przygotuj pusty zbiér tymczasowy
2. Dopoki zaden ze scalanych zbioréw nie jest pusty, poroveeugol pierwsze elementy
kazdego z nich i w zbiorze tymczasowym umieszczaj [Brjez elementéw usuwg go
jednoczénie ze scalanego zbioru.
3. W zbiorze tymczasowym unfié zawart@¢ tego scalanego zbioru, ktéry zawiera jeszcze
elementy.

4. Zawarta¢ zbioru tymczasowego przepisz do zbioru wynikowegakacz algorytm.

Przyktad : Palczmy za pomag opisanego algorytmu dwa upaedkowane zbiory: { 13679 }
z {23468}

Scalane Zbior : N
Zbiory tymczasowy Opis wykonywanych dziata
Poréwnujemy ze sanajmniejsze elementy
B3 679 scalanych zbiorow. Poniewabiory te g juz
A3 468 uporzidkowane, to najmniejszymi elementamilly
zawsze ich pierwsze elementy.
W zbiorze tymczasowym umieszczamy mniejszy
3679 (1] element, w tym przypadkiwgbzie to liczba 1.
234638 Jednoczénie element ten zostaje usetyiz
pierwszego zbioru
679 Poréwnujemy kolejne dwa elementy i mniejszy
R4§3 468 umieszczamy w zbiorze tymczasowym.
Nastpne poréwnanie i w zbiorze tymczasowym
Els6 7 9 umieszczamy liczp3. Poniewa s to elementy
KN4 68 réwne, to nie ma znaczenia, z ktérego zbioru
wezmiemy element 3.
(6 LG [— . L
3] P Teraz do zbioru tymczasowego trafi drugie 3.
| 6 A 12 33 W Zzbiorze tymczasowym umieszczamy mniejszy z
6 8 B poréwnywanych elementéw, czyli liczid.
[ 6] K Porownywane elementy sOwne, zatem w zbiorze
| 6 [ tymczasowym umieszczamy dowolny z nich.
g Teraz drug liczb 6.
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lgﬂ W zbiorze tymczasowym umieszczamy ligzb
Ex
[3]] [ 7] Teraz 8
Drugi zbior jest pusty. Od tego momentu juie
poréwnujemy, lecz wprowadzamy do zbioru
El tymczasowego wszystkie pozostate elementy

pierwszego zbioru, w tym przypadkugdzie to
liczba 9.

Zbior tymczasowy zawiera wszystkie elementy
RN NCNENAETEN | scalanych zbiorow i jest upaidkowany.
Przepisujemy jego zawas®ddo zbioru doceloweqq

e

Z podanego przyktadu nmemy wycikgna¢ wniosek, & operacja scalania dwoch upgdkowanych
zbioréw jest dosy/ prosta.

Tylko jeszcze pozostaje pytanie : jak posortdsealane zbiory ?

Otéz ides dziatania algorytmu jest dzielenie zbioru danyehmniejsze zbiory,7zado uzyskania n
zbioréw jednoelementowych, ktére same z siebipasortowane, naginie zbiory te gtaczone w
coraz weksze zbiory posortowane,zado uzyskania jednego, posortowanego zbioru n-
elementowego. Etap dzielenia nie jest skomplikowadgielenie nagpuje bez sprawdzania
jakichkolwiek warunkéw. Dzki temu, w przeciwiastwie do algorytmu QuickSort, naptje
petne rozwingcie wszystkich gaki drzewa. Z kolei dczenie zbiorow posortowanych wymaga
odpowiedniego wybierania poszczegolnych elementotgczonych zbiorow z uwzgtinieniem
faktu, ze wielkas¢ zbioru nie musi by rowna (parzysta i nieparzystaséoelementéw), oraz tegq; i
wybieranie elementow z poszczegolnych zbiorow niesirmasipowa naprzemiennie, przez co
jeden zbiér mee osiagna¢ swoj koniec wczéniej niz drugi. Robi s to w nastpujacy sposoéb.
Kopiujemy zawarté&¢ zbioru gtdwnego do struktury pomocniczej. Nasiie, operujic wylacznie na
kopii, ustawiamy wskaniki na pocatki kolejnych zbiorow i poréwnujemy wskazywane veddi.
Mniejsza wartags¢ wpisujemy do zbioru gtdwnego i przesuwamy odpowiediskanik o 1 i
czynndgci powtarzamy, a do momentu, gdy jeden ze wshkikow oshgnie koniec zbioru.
Wowczas mamy do rozpatrzenia dwa przypadki, gdgrzbiosagnat koniec i gdy zbior 2 oggnat
koniec. W przypadku pierwszym nieedzie problemu, elementy w zbiorze gtéwnym jsiz
posortowane i utone na wtéciwych miejscach. W przypadku drugim trzeba sko@opozostate
elementy zbioru pierwszego po kolei na koniec. Bkazczeniu wszystkich operacji otrzymujemy
posortowany zbior gtowny.

Przykfad :
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dzielenie
zhiordwr

1 Zhior i
jednoelemntowych

posortowanych

Eaczenie
Thiordw

Lfz]zfe]sfe]r]e]s] )

Przyktad : sortujemy zbiér o postaci: {654192}

Sortowany zbior
d[1]{d[2]|d[3]|d[4]|d[5] |d[6] |d[7]|d[8]
6 5 4 1 3 7 9 2 |Zbiérwygciowy.
Pierwszy podziat.

Opis wykonywanych operacji

Drugi podziat

Trzeci podziat.

Pierwsze scalanie.

Drugie scalanie.

RlRr|lOo|lolo|o
N RAlo|lo|o|o
W ALk d>M DN D>
Nlo|ldh|Rr|R|PF
gaiN | w|lw|w|w
oO|lw| NN~
N[N NM|olo| o
Ololo|N|N|N

Trzecie scalanie. Koniec.

Poniewa w opisywanym tutaj algorytmie sortigiym scalane podzbiory grzylegtymi do siebie
cze$ciami innego zbioru, zatem logicznedzie wycie do ich definicji indekséw wybranych
elementow tych podzbiorow:

Ip- indeks (nie wartd¢ elementu !pierwszego elementu w mtodszym podzbiorze

is- indeks pierwszego elementu w starszym podzbiorze

ik - indeks ostatniego elementu w starszym podzbiorze
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Przez podzbiér mtodszy rozumiemy podzbior zawigsagplementy o indeksach mniejszych ni
indeksy elementéw w podzbiorze starszym.

Czyli dla powy:szego przykiadu sytuacja wygla nastpujaco :

Po pierwszym podziale prezentowanego Po kolejnym podziale potéwek otrzymujemy
powyzej zbioru otrzymujemy nagbujace 4 ¢wiartki dwuelementowe. Waroi
wartasci indeksow: indeksow lada nastpujace:
Mtodsza| Starsza Miodsza potéwka| Starsza potowka
potowka| potowka
— — Mtodszg Starsza Mtodszg Starsza
lp=1 k=9 éwiartkal ¢wiartka| ¢wiartka| ¢wiartka
k=8 , , , :
=1 k=3 b=5 k=7
ik =4 ik =8

Specyfikacja algorytmu scalania :
Scalaj (ip, is. IK)
Dane wejciowe :
d[] - zbiér scalany
ip - indeks pierwszego elementu w mtodszym podzeio ipld N
IS - indeks pierwszego elementu w starszym podzéjois[] N
ik - indeks ostatniego elementu w starszym podzkioik[d] N
Dane wyjciowe :
dl[] - zbiér scalony
Dane pomocnicze :
p[] - zbiér pomocniczy zawiekgjy tyle samo elementow ile zbior d
i1 - indeks elementéw w mtodszej potéwce zbiorg, dil O N
i2 - indeks elementow w starszej potowce zbiorly dj2 0 N

i - indeks elementow w zbiorze p[ ], OiN

Lista krokéw algorytmu scalania

Krok 1 : i1:=ip; i2:=is; i:=ip;
Krok 2 : Dlai:=ip,ip+1, ........ ik wykonaj :
J&li (il = is) or ((i2 <= ik) and (d[i1] > d[i2]))a
pli] :=d[i2] ; i2:=i2+1;
w przeciwnym przypadku
pli] :=d[i1] ; i1:=i1+1;
Krok 3 : Dlai:=ip,ip+1, ........ ik wykonaj d[i] := p[i];

Krok 4 : Zakaicz algorytm
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Schemat blokowy algorytmu scalania

v
i1:=ip;
i2:=is;
= ip;

> i=ip
(il=is) or >
((i2<=ik) and
(d[i1] > d[i2])) NIE
TAK NIE 0
l { TAK
p[i].::_ d[i2.]; p[i].::_ d[il.];
i2:=i2+1; i1:=i1+1; d[il = plil
=i+l
< 4

=i+l ¢
< STOP > Specyfikacja

algorytmu
sortowania :

Sortuj (ip,ik)

Dane wejciowe :

d[] - zbiér scalany
ip - indeks pierwszego elementu w mtodszym podzeio ip[1 N
ik - indeks ostatniego elementu w starszym podzkioik[] N

Dane wyjciowe :
d[] - zbiér scalony

Dane pomocnicze :
is - indeks pierwszego elementu w starszym podzejois] N
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Lista krokéw algorytmu sortowania

Krok 1 : is:=(ip +ik +1) div 2;

Krok 2 : Jali is —ip >1 to wywotanie rekurencyjne Sortuj ( ip — 1);
Krok 3 : Jali ik — is > 0 to wywotanie rekurencyjne Sortujs( ik );
Krok 4 : wywotanie Scalaj (ip, is, ik )

Krok 5 : zakdicz algorytm

Schemat blokowy algorytmu sortowania przez scalanie

START Algorytm sortowania przez scalanie jest algorytmem
rekurencyjnym. Wywotuje 8i go z zadanymi
wartasciami indekséw ip oraz ik. Przy pierwszym
wywotaniu indeksy te powinny okj caty zbior d[ ],
czyliip=1,aik =n.

Najpierw algorytm wyznacza indeksis, ktory

NIE wykorzystywany jest do podzialu zbioru na dwie
potowki:

TAK - mlodsz o indeksach elementow oighp do is - 1
- starsz o indeksach elementéw @&ldoik

{8

is := (ip+ik+1) div 2

Sortuyj (ip ,is—1)

Nastpnie sprawdzamy, czy dana potdwka zbioru
zawiera wgce] niz jeden element. Ji tak, to

@ NIE rekurencyjnie sortujemyjtym samym algorytmem.

Po posortowaniu obu potowek zbioru scalamy je za
TAK pomog opisanej wcz@iej procedury scalania
Sortuj (is , ik) podzbioréw uporgdkowanych i kaczymy algorytm.
Zbidr jest posortowany.

»)
<

v W przykladowym programie proceduscalania mazna
Scalaj (ip, is, ik); umiesci¢ bezpdrednio w kodzie algorytmu sortigego,
aby zaoszeg@zi¢ na wywotywaniu.

STOP

i

Cechy Algorytmu Sortowania Przez Scalanie

klasa ztaonasci obliczeniowej optymistyczna

klasa zt@onasci obliczeniowej typowa O(n logn)

klasa ztaonasci obliczeniowej pesymistyczna

Sortowanie w miejscu NIE
Stabilna¢ TAK
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8.9. Sortowanie stogowe (przez kopcowanie , heapt3o
8.9.1. Drzewo binarne.

Dotychczas operowaliny na prostych strukturach danych, takich jak tablW tablicy elementy
utozone g zgodnie z ich numeragjczyli indeksami. J# za punkt odniesienia weniemy element
di] ( = 2,3,..,n-1; n - liczba elementéw w tabf)c to elementem poprzedzaym go kdzie
element o mniejszym o 1 indeksie, czyli d[i - llelBentem nagpnym lkxdzie element o indeksie o
1 wickszym, czyli d[i + 1]. Jest to tzw. hierarchia bmwa - elementy nagbuja jeden za drugim.
Graficznie maemy przedstawito nas¢pujaco :

------ ------

Pierwszy element d[1] nie posiada poprzednika (el poprzedzagego w cagu). Ostatni
element d[n] nie posiada neghika (elementu naginego w cigu). Wszystkie pozostate elementy
posiadag poprzedniki i nagpniki.

Drzewo binarne jest hierarchiczstruktug danych, ktérego elementgdriemy nazywali wztami
(ang. node) lub wierzchotkami. W hierarchii liniowezdy element mge posiadé& co najwyej
jeden naspnik. W drzewie binarnym kaly wezet maze posiadé dwa nasgpniki (stad pochodzi
nazwa drzewa - binarny = dwoéjkowy, zawie@j dwa elementy), ktére nazwiemy potomkami.
dzieémi lub weztami potomnymi danegozta (ang. child node).
e Wezly 53 pofaczone krawdziami symbolizujcymi nasgpstwo kolejnych
elementéw w strukturze drzewa binarnego. Wedtuginga po prawej
o o stronie wezet A posiada dwa gzty potomne: B i C. Wzet B nosi nazw

lewego potomka (ang. left child node), azet C nosi nazw prawego
potomka (ang. right child node).

o 0 o @ Z kolei wezet B posiada wzly potomne D i E, a wzet C ma wzly

potomne F i G. B dany wezet nie posiada dalszych emdéw
potomnych, to jest w strukturze drzewa binarnegat@m terminalnym. Taki wzet nosi nazw
liscia (ang. leaf node). Na naszym rysunkaiimi @ wezty terminalne D, E, F i G.

Rodzicem, przodkiem (ang. parent node) lufziem nadrzdnym kedziemy nazywé wezet lezacy
na wyszym poziomie hierarchii drzewa binarnego. Dlezdw B | C weztem nadrzdnym jest
wezet A. Podobnie dla gztow D i E weziem nadrzdnym kedzie wezet B, a dla F i G &zie to
wezet C.

Wezel nie posiadagy rodzica nazywamy korzeniem drzewa binarnego. (e node). W naszym
przyktadzie korzeniem jestemet A. Kazde drzewo binarne, ktére zawieraaly posiada doktadnie
jeden korza.

J&li chcemy przetwarzaza pomog komputera struktury drzew binarnych, to musimytaiaswi
si¢ nad sposobem reprezentacji takich struktur w peamiNajprostszym rozwgzaniem jest
zastosowanie zwyktej tablicy n elementowejz#a element tej tablicydulzie reprezentowat jeden
wezet drzewa binarnego. Pozostaje nam jedynie stdmee zwhzku pomedzy indeksami
elementow w tablicy a poteniem tych elementow w strukturze drzewa binarnego.
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Zastosujmy nagpujace odwzorowanie:
« Element d[1] kdzie zawsze korzeniem drzewa.

. -ty poziom drzewa binarnego wymagd 2
weztow. Bedziemy je kolejno pobietaz
tablicy.

Otrzymamy w ten sposob negtijace odwzorowanie
elementow tablicy w drzewo binarne:

Dla wezta k-tego wyprowadzamy napujace wzory: @ @ @ @

wezly potomne maj indeksy réwne:
2k -lewy potomek

@ 2k+1 - prawy potomek

wezet nadrzdny ma indeks rownfk / 2] (dzielenie catkowitoliczbowe)

Przyktad : Skonstruowadrzewo binarne z elementéw zbioru {7592 46 1}

Operacja Opis

Konstrukcg drzewa binarnego rozpoczynamy od korzenia, Kigsy |
7502461 pierwszym elementem zbioru, czyli licza.

0 Do korzenia daiczamy dwa wzty potomne, ktore ey obok w zbiorze.
(5) (9) | Sato dwa kolejne elementy, 5i 9.

7592461

Do lewego wzta potomnego (5) detzamy jego wzty potomne. $to
kolejne liczby w zbiorze, czyli 2 i 4.

Pozostaje nam dgdzy¢ do prawego wzta ostatnie dwa elementy zbioru
czyli liczby 6 i 1. Drzewo jest kompletne.

7592461
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Sciezka nazywamy cig Weztéw drzewa
binarnego spetniagych warunek, 4 kazdy
wezet  poprzedni jest rodzicem cula
nastpnego. Jdi sciezka sktada si z k weztow,
to ditugacia $ciezki jest liczba k - 1.

Na rysunku obok zostata zaznaczaw#éezka biegnaca poprzez wezty {d[1], d[3], d[6], d[13]}.
Sciezka ta zawiera cztery guly, ma zatem dtugg rowmn 3.

Wysokaicia drzewa binarnego nazwiemy disgonajdiuzszej sciezki od korzenia do ficia. W
powyzszym przyktadzie najdiisza takasciezka ma diugé¢ 3, zatem zaprezentowane drzewo
binarne ma wysokd rowmng 3.

Dla n weztow zrownowaone drzewo binarne ma wysakaowm: h =[log n]

wezet (ang. node) element drzewa binarnego

rodzic, wezet nadredny, przodek(ang, parent node)wezet lezacy o 1 poziom wyej w hierarchii

dziecko, potomek, wzet potomny(ang. child node) wezet lezacy o 1 poziom niej w hierarchii,
dla ktérego bigacy wezet jest rodzicem.

korzen drzewa (ang. root node) pierwszy wzet na najwyszym poziomie
hierarchii, ktéry nie posiada rodzica

lis¢, wezet terminalny (ang. leaf node) wezel nie posiadagy weztéw potomnych

sciezka (ang. path) droga na drzewie binarnym wigzh poprze

poszczegolne wierzchotki

8.9.2. Tworzenie kopca

Kopiec jest drzewem binarnym, w ktérym wszystkigzly spetniaj nastpujacy warunek (zwany
warunkiem kopca) : ezet nadrzdny jest wekszy lub rowny wztom potomnym (w poradku
malepcym relacja jest odwrotna - mniejszy lub réwny).

Konstrukcja kopca jest nieco bardziej skomplikowad&onstrukcji drzewa binarnego, poniewa
musimy dodatkowo troszcz\sic o zachowanie warunku kopca. Zatem padyan dokczeniu do
kopca nowego wrta, sprawdzamy odpowiednie warunki i ewentualmikohujemy wymian
weztow nasciezce wiodicej od dodanego gzta do korzenia.

Przykiad : Skonstruowa kopiec z elementoéw zbioru {7 59 6 7 8 10}

Operacja Opis

Budow kopca rozpoczynamy od pierwszego elementu zbiaéuy staje
75967810 si¢ korzeniem.

Do korzenia daiczamy nasfpny element. Warunek kopca jest zachowany.

75967810

Strona 85 z 185



Operacja

Opis

@
O &)

75967810

Dodajemy kolejny element ze zbioru.

Po dodaniu elementu 9 warunek kopca przestajespginiony. Musimy go
przywroci. W tym celu za nowy wzet nadrzdny wybieramy nowo dodan
wezet. Poprzedni wzet nadrzdny wedruje w miejsce wzta dodanego -
zamieniamy wzty 7 1 9 miejscami.

y

Po wymianie wztéw 7 i 9 warunek kopca jest spetniony.

Dotaczamy kolejny element 6. Znow warunek kopca przestg
spetniony - zamieniamy miejscamemty 5 i 6.

Po wymianie wztéw 5 i 6 warunek kopca jest spetniony.

Dotaczamy kolejny element 7. Warunek kopca przestapavidzywac.
Zamieniamy miejscami gzty 61 7.

Po wymianie wztow 6 i 7 warunek kopca oboxauje.

Dotaczamy kolejny wzet. Powoduje on naruszenie warunku kopca, zat
wymieniamy ze sabwezty 7 i 8.

Po wymianie wztow 7 i 8 warunek kopca znéw obawxiuje.
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Operacja Opis

Dotaczenie ostatniego elementu znéw narusza warunetak@amieniamy
miejscami wzet 8 z weztem 10.

Po wymianie wztéw 8 i 10 warunek kopca zostat przywrdcony na tym
poziomie. Jednate wezet 10 stat si dzieckiem wzta 9. Na wyszym
poziomie drzewa warunek kopca jest naruszony. Abgrgywrdce znow
wymieniamy miejscami wzty, tym razem wzet 9 z weztem 10.

Po wymianie tych wztéw warunek kopca obowzuje w catym drzewie -
zadanie jest wykonane.

Charakterystyczncechy kopca jest to,z korzen zawsze jest najwkszym (w porzdku malegcym
najmniejszym) elementem z catego drzewa binarnego

Specyfikacja algorytmu konstrukcji kopca.

Dane wejciowe :

d[] - Zbiér zawierajcy elementy do wstawienia do kopca. Numeracja eidnerozpoczyna
sie od 1

n - llos¢ elementéw w zbiorze, AN

Dane wyjciowe :
d[] - zbidér zawierajcy kopiec

Zmienne pomocnicze :
i - zmienna licznikowa ¢li umieszczajcej kolejne elementy zbioru w kopculJiN,

i 0{2,3,...,n}
J,k - indeksy elementdw tacych nasciezce od wstawianego elementu do korzenia,[jj&
X - zmienna pomochnicza przechowes tymczasowo element wstawiany do kopca

Lista krokow :

Krok 1 : Dlai=2, ..., n: wykonuj kroki 2...5

Krok 2 : =1, k:=jdiv2;

Krok 3 : x:=d[i];

Krok 4 : Dopéki (k>0)and (d [k] <x) wykopu

dj]:=d[k];

] =K

k:=jdiv 2;
Krok 5 : dlj]=x;

Krok 6 : koniec
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Schemat blokowy

Algorytm tworzy kopiec w tym samym zbiorze
( START ) wejsciowym d[ ]. Nie wymaga zatem
dodatkowych struktur danych i ma zémasé
v pamkciowa klasy®(n).
=2 Petla nr 1 wyznacza kolejne elementy wstawiane

do kopca. Pierwszy element pomijamy, ponigwa
zostatby i tak na swoim miejscu. Dlategetlp
rozpoczyna wstawianie od elementu nr 2.
Wewnmtrz petli nr 1 inicjujemy kilka zmiennych:

| - pozycja wstawianego elementu¢ia)

k - pozycja elementu nadmanego (przodka)

X - zapamgtuje wstawiany element

Nastpnie rozpoczynamy ghl¢ warunkowa nr 2,
ktorej zadaniem jest znalezienie w kopcu miejsca
do wstawienia zapawrtanego elementu w
zmiennej x. Etla ta wykonuje & do momentu
osiagniecia korzenia kopca (k = 0) lub znalezienia
przodka wgkszego od zapawrtanego elementu.
Wewmatrz petli przesuwamy przodka na miejsce
potomka, aby zachowa warunek kopca, a
nastpnie przesuwamy pozycjj ha pozyct
zajmowam wczeniej przez przodka. Pozycja k
staje st pozych nowego przodka i gila sk
kontynuuje. Po je] zakwmzeniu w zmiennej |
znajduje s} numer pozycji w zbiorze d[ ], na
ktérej naley umiesci¢ element w X.

Po zakaczeniu gtli nr 1 w zbiorze zostaje
utworzona struktura kopca.

8.9.3. Rozbidr kopca.

Zasady rozbioru kopca :

1. Zamien miejscami korze z ostatnim Kciem, ktory wyhcz ze struktury kopca. Elementem
pobieranym z kopca jest zawsze jego kayzzyli element najwikszy.

2. J€li jest to konieczne, przywtowarunek kopca it od korzenia w dot.
3. Kontynuuj od kroku 1, akopiec lzdzie pusty.

Przyktad : Rozebkakopiec 9

() (8)
OXOXOXO
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Operacja

Opis

Rozbiér kopca rozpoczynamy od korzenia, ktéry usawae struktury
kopca. W miejsce korzenia wstawiamy ostad. li

Poprzednia operacja zaburzyta
struktug kopca. ldziemy zatem
od korzenia w dot struktury
przywracagc warunek kopca -
przodek wgkszy lub réwny od
swoich potomkow. Praktycznie
polega to na zamianie przodka
najwickszym potomkiem.
Operacg kontynuujemy daid, a
natrafimy na wzty spetniajce
warunek kopca.

N

Usuwamy z kopca kolejny korzeastpujac go ostatnim ficiem

W nowym kopcu przywracamy
warunek kopca.

Usuwamy z kopca kolejny korzeastpujac go ostatnim ficiem

W nowym kopcu przywracamy warunek kopca. W
tym przypadku ja po pierwszej wymianie gztow
warunek koca jest zachowany w catej strukturze.
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Operacja Opis

Usuwamy z kopca kolejny korzeastpujac go ostatnim ficiem

Przywracamy warunek kopca w strukturze.

Usuwamy z kopca kolejny koraeastpujac go ostatnim ficiem

Przywracamy warunek kopca w strukturze.

Usuwamy z kopca kolejny koraeastpujac go ostatnim ficiem.

245789

—

~ a4 | Po wykonaniu poprzedniej operacji ustai@ w kopcu pozostat tylko jede
O element - usuwamy go. Zwiduwag, iz usunete z kopca elementy twayz
1245789 ciag uporadkowany.

Operacg rozbioru kopca mma przeprowadziw miejscu. Jdi mamy zbiér d[ ] ze strukturkopca,
to idac od kaica zbioru (ostatnie dcie drzewa) w kierunku posgtku zamieniamy elementy z
pierwszym elementem zbioru (kofzelrzewa), a nagpnie poruszac sk od korzenia w dot
przywracamy warunek kopca w kolejno napotykanyehtach.

Specyfikacja algorytmu rozbioru kopca.
Dane wejciowe :
d[] - Zbiér zawierajcy poprawn struktue kopca. Numeracja elementéw rozpoczyreosi 1

n - llos$¢ elementow w zbiorze, ON

Dane wyjciowe :
d[] - Zbiér zawierajcy elementy pobrane z kopca ibme w porzadku rosacym

Zmienne pomocnicze :
i - indeksy elementéw kgcych nasciezce w dét od korzenia, [ N,

i {n,n-1,....2}
J,k - indeksy elementéw kacych nasciezce w dot od korzenia, j,k N
m - indeks w¢kszego z dwoch elementéw potomnychlIn,
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Lista krokéw :

Krok 1 :
Krok 2 :
Krok 3:
Krok 4 :
Krok 5 :
Krok 6 :
Krok 7 :
Krok 8 :
Krok 9 :

Dlai=n,n-1, ..., 2: wykonuj kroki.23
d[l]o d[i];

j==1, k:=2

Dopoki (k < i) wykonuj kroki 6...8

Jeeli (k + 1 <i)and (d[k + 1] > d[K]), to m := k *. Inaczej m :=k

Jeeli d[m]<= d[j], to wyjdz z biezacej tli i
dij] ~ dim]

j:=m; k:=j+jikontynuujgle z kroku 4
Zakaicz algorytm

Schemat blokowy

d1] - dfif;
ji=1;
k:=2;

(k+1<i)and (d[k
+ 1] > d[K]);

m=k+1 m:=k
< |
d[j] - dm;
ji=m; —
k=j+;
TAK
i=i-1;

kontynuuj nastpny obieg gtli z kroku 1

Rozbiér kopca wykonywany jest w
dwéch zagnigdzonych gtlach. Rtla nr

1 zamienia miejscami kolejnesdie ze
spodu drzewa z korzeniem. Zadaniem
petli nr 2 jest przywrécenie w strukturze
warunku kopca.

Petla nr 1 przebiega wstecz indeksy
elementéw zbioru d[ ] poczyrg od
indeksu n a kaczac na indeksie 2.
Element ity jest wymieniany z
korzeniem kopca. Po tej] wymianie
rozpoczynamy w ¢li nr 2 przeghdanie
drzewa od korzenia w doét. Zmienna |
przechowuje indeks przodka, zmienna k
przechowuje indeks lewego potomka.
Petla nr 2 kaczy sk, gdy wezet j-ty nie
posiada potomkow. Wewtrz petli
wyznaczamy Ww zmiennej m indeks
wiekszego z dwoéch gztéw potomnych.
Nastpnie sprawdzamy, czy w fle
nadrzdnym j-tym jest zachowany
warunek kopca. 38 tak, to nastpuje
wyjscie z tli nr 2. W przeciwnym razie
zamieniamy miejscami gzet nadrzdny
j-ty z jego najwgkszym potomkiem m-
tym i za nowy wzel nadrzdny
przyjmujemy wzet m-ty. W zmiennej k
wyznaczamy indeks jego lewego
potomka i kontynuujemygtle nr 2.

Po wypciu z mtli nr 2 zmniejszamy
zmienry i 0 1 - przenosimy si do
kolejnego, ostatniego skia drzewa i
kontynuujemy ptle nr 1.

W celu wyznaczenia klasy zonasci
obliczeniowej algorytmu rozbioru kopca
zauwaamy, i petla zewrtrzna nr 1
wykona s¢ n - 1 razy, a w kalym
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obiegu tej gtli petla wewrgtrzna wykona si maksymalnie log n razy. Daje to zatem goérne
oszacowani®(n log n) w przypadku pesymistycznym or@z(n) w przypadku optymistycznym,
ktory wystpi tylko wtedy, gdy zbior d[ ] &dzie zbudowany z ggu tych samych elementow.

Zwroémy uwag, ze jesli w zbiorze utworzymy kopiec, ktory naginie rozbierzemy to w wyniku
tych operacji otrzymamy zbior posortowany.

Lista krokow :

Krok 1 : Tworz_Kopiec

Krok 2 : Rozbierz_Kopiec
Krok 3 : Zakaicz algorytm

Cechy Algorytmu Sortowania Przez Kopcowanie

klasa ztaonasci obliczeniowej optymistyczna

klasa zt@gondsci obliczeniowej typowa © (n logn)

klasa ztaonasci obliczeniowej pesymistyczna

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilna¢ NIE

Poniewa sortowanie przez kopcowanie sklada sidwoch nagpujacych bezpérednio po sobie
operacji o klasie czasowej ztanacsci obliczeniowej®(n log n), to dla catlego algorytmu klasa
ztozoncici rowniez bedzie wynost © (n log n).

8.10. Sortowanie szybkie.

Algorytm sortowania szybkiego opierag¢sha strategii "dziel i zwyekraj" (ang. divide and
conquer), ktée mozemy krotko scharakteryzowav trzech punktach:

1. DZIEL - problem gtéwny zostaje podzielony na podgemy

2. ZWYCIEZAJ - znajdujemy rozwizanie podproblemow

3. POLACZ - rozwizania podproblemow zostgpolaczone w rozwjzanie problemu gtéwnego

Idea sortowania szybkiego jest rgstjaca:

DZIEL - najpierw sortowany zbiér dzielimy na dwizesci w taki sposéb, aby wszystkie
elementy leace w pierwszej cgci (zwanejlewa partycja) byly mniejsze lub
rowne od wszystkich elementow drugieg&d zbioru (zwaneprawa partycja).

ZWYCIEZAJ - kazda z partycji sortujemy rekurencyjnie tym samym aigorem

POLACZ - pohczenie tych dwdch partycji w jeden zbiér daje w wrzbiér posortowany

Sortowanie szybkie zostalo wynalezione przez askjefo informatyka, profesora Tony'ego
Hoare'a w latach 60-tych ubiegtego wieku. W przyqpatipowym algorytm ten jest najszybszym
algorytmem sortacym z klasy ztaonasci obliczeniowej ©(n log n) - shd pochodzi jego
popularné¢ w zastosowaniach. Musimy jednak patat, iz w pewnych sytuacjach (zaleych od
sposobu wyboru piwotu oraz niekorzystnegozeatba danych weégiowych) klasa zigondsci
obliczeniowej tego algorytmu me sk degradowa do ©(n?), co wicej, poziom wywola
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rekurencyjnych mze spowodowa przepetnienie stosu i zablokowanie komputera. Zhty
powodow algorytmu sortowania szybkiego niezm stosowabezmyinie w kazdej sytuacji tylko
dlatego, = jest uwaany za jeden z najszybszych algorytmOw sadygh - zawsze nalg
przeprowadzi analiz mazliwych danych wejciowych wiagnie pod lgtem przypadku
niekorzystnego - czasem lepszym roga@niem mae by zastosowanie wczmeiej opisanego
algorytmu sortowania przez kopcowanie, ktéry nigiydegraduje sido klasy®(n?).

Tworzenie partyciji

Do utworzenia partycji musimy ze zbioru wybrgden z elementéw, ktéry nazwierpywotem.
W lewej partycji znajd sic wszystkie elementy niewksze od piwotu, a w prawej partyciji
umiescimy wszystkie elementy niemniejsze od piwotu. Reloe elementdéw réwnych nie wptywa
na proces sortowania, zatem mogne wys¢powa: w obu partycjach. Réwnie porzdek
elementow w kadej z partycji nie jest ustalony.

Jako piwot mana wybierg element pierwszyrodkowy, ostatni, medianub losowy. Dla naszych
potrzeb wybierzemy elemefitodkowy:

piwot - element podziatowy

d[] - dzielony zbior

lewy - indeks pierwszego elementu
prawy- indeks ostatniego elementu

piwot := d[(lewy + prawy)iv 2]

Dzielenie na partycje polega na umieszczeniu dweskaznikOw na pocatku zbioru - i oraz j.
Wskaznik i przebiega przez zbior poszukajwartgci mniejszych od piwotu. Po znalezieniu takiej
wartcsci jest ona wymieniana z elementem na pozycji jtd@peracji wskanik j jest przesuwany
na nasfpna pozycg. Wskanik j zapamgtuje pozycg, na ktén trafi nasgpny element oraz na
koncu wskazuje miejsce, gdzie znajdzie giwot. W trakcie podziatu piwot jest bezpiecznie
przechowywany na ostatniej pozycji w zbiorze.

Przyktad : Podzielmy na partycje zbior {7 ,2 ,4371 ,4.,6,5,8,3,9,2,6,7,6,3}

Lp. Operacja Opis
72473146
1.|GM8392676 Wyznaczamy na piwot elemefrodkowy.
3
72473146
2. 3.8 392676 Piwot wymieniamy z ostatnim elementem zbioru
5
72473146 , , - L ,
38392676 Na pocatku zbioru ustawiamy dwa wskaiki. Wskaznik ,,i” b edzie
3. przeghdat zbiér do przedostatniej pozycji. Wskék ,j” zapamictuje

? miejsce wstawiania elementow mniejszych od piwotu
j

772 473146
38392676
4, _ Wskaznikiem ,,i” szukamy elementu mniejszego od piwotu

|
j

27 473146
38392676

5.0

Znaleziony element wymieniamy z elementem na poryej. Po
i wymianie wskanik j przesuwamy o 1 pozygj
j
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Lp.

Operacja

Opis

2 7.4 73146
38392676

:

i
]

Szukamy

2 47 73146
38392676

.

i
]

Wymieniamy ,iI” przesuwamy ,j".

24 7 7 3 146
38392676

.

i
]

Szukamy

24 377 146
38392676

:

i
]

Wymieniamy ,i” przesuwamy ,j".

10.

243 7 7 1
38392676

46

Szukamy

11.

243 177
38392676

46

j

Wymieniamy ,iI” przesuwamy ,j".

12.

2431 77
38392676

4 6

j

Szukamy

13.

2431 4776
38392676

j

Wymieniamy ,iI” przesuwamy ,j".

14.

24314 7
3 8392676

76

j

Szukamy

15.

24314 376
7 8392676

Wymieniamy ,i” przesuwamy ,j".
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Lp. Operacja Opis

243143 76
7813 92676

16. Szukamy
i
j

243143 36
78 7 92676

5 L : :
17. 2] Wymieniamy ,I” przesuwamy ,j".
i
j
2431433 6
7879 [21676
18. Szukamy
i
j
2431433 2
7879 6676
19.|' Wymieniamy ,i” przesuwamy ,j".

j

24314332
58796676
7

20.|A

Lewa partycja
j Prawa

Brak dalszych elementéw do wymiany. Piwot wymienyarelementen
i na pozyciji j-tej. Podziat na partycje zakaony.

—

partycja

Po zakaczeniu podziatu na partycje wgkak | wyznacza pozyejpiwotu. Lewa partycja zawiera
elementy mniejsze od piwotu i rozga st od pocatku zbioru do pozycji j - 1. Prawa partycja
zawiera elementy wksze lub rowne piwotowi i rozgja s¢ od pozycji j + 1 do kaca zbioru.
Operacja podziatu na partycje ma linpklas; ztozonasci obliczeniowej O(n).

Specyfikacja algorytmu.

Dane wejciowe :

d[] - Zbiér zawierajcy elementy do posortowania. Zakres indeksow elédmejest dowolny
lewy - indeks pierwszego elementu w zbiorze, léWg

prawy - indeks ostatniego elementu w zbiorze, prawy

Dane wyjciowe :
d[] - Zbiér zawierajcy elementy posortowane

Zmienne pomocnicze :
pivot - element podziatowy
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(] - indeksy elementéw, i,[j] C
Lista krokow :

Krok 1 : i ;= (lewy + prawy) / 2;

Krok 2 : piwot :=d[i]; d[i] := d[prawy]; | :Hewy

Krok 3 : Dlai = lewy, lewy + 1, ..., prawy - 1: \gnuj kroki 4...5

Krok 4 : Jali d[i] >= piwot, to wykonaj kolejny obieggli z kroku 3

Krok 5 : di] - d[j]; j==j+1

Krok 6 : d[prawy] :=d[j]; d[j] := piwot;

Krok 7 : Jali lewy <j -1, to wykonaj rekurencyjni8ortuj_szybkiewy, j- 1)
Krok 8 : Jali j + 1 < prawy, to wykonaj rekurencyjnigortuj_szybk@ + 1, prawy)
Krok 9 : Zakaicz algorytm

Algorytm sortowania szybkiego
wywotujemy podajc za lewy indeks
pierwszego elementu zbioru, a za

i := (lewy+prawy ) /2; prawy indeks elementu ostatniego

(czyli  Sortuj_szybko(1,n)). Zakres
indekséw jest dowolny - dgki temu
ten sam algorytm nmme réwnie

4
pivot :=d [i];

d [i] := d[prawy]; sortow&  fragment  zbioru, co
j = lewy; wykorzystujemy  przy  sortowaniu
i = lewy; Y wyliczonych partycji.

d[ prawyl= d{; YIC£OMYER paryel
dlj]:= prawy;

Schemat blokowy

<
Na element podziatowy wybieramy

element leacy w srodku dzielonej
partycji. Wyliczamy jego pozyegj i

sortuj_szybko (lewy , | -1) zapami;tgje'my n tymczasowo w
zmiennej i. Robimy to po to, aby
dwukrotnie nie  wykonywa tych

< samych rachunkoéw.

Element d[i] zapamtujemy w

, NIE zmiennej piwot, a do d[i] zapisujemy
=i+ 1 ostatni element partycji. Dgdi tej

TAK operacji - piwot zostat uswty ze
zbioru.

Ustawiamy zmienp | na pocatek
partycji. Zmienna ta zapagtuje
pozycg podziatu partyciji.

TAK

sortuj_szybko (j+1 , prawy)

v W petli sterowanej zmiermn i
przeghdamy kolejne elementy od
STOP pierwszego do przedostatniego (ostatni

zostat umieszczony na pozycji piwotu,
a piwot zapamgtany). Jéli i-ty element
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jest mniejszy od piwotu, to trafia on na paiek partycji - wymieniamy ze sabelementy na
pozycjach i-tej i j-tej. Po tej operacji przesuwapunkt podziatowy partycji j.

Po zakaczeniu gtli element z pozycji j-tej przenosimy na koniectgeji, aby zwolné miejsce dla
piwotu, po czym wstawiamy tam piwot. Zmienna j wakj@ zatem wynikow pozycg piwotu.
Pierwotna partycja zostata podzielona na dwie paaty

* partycja lewa od pozycji lewy do | - 1 zawiera elementy mniejsza piwotu
* partycja prawaod pozycji j + 1 do pozycji prawy zawiera elemenigksze lub rowne piwotowi.
Sprawdzamy, czy partycje te obejmuwviccej niz jeden element. e tak, to wywotujemy
rekurencyjnie algorytm sortowania szybkiego przelgz mu granice wyznaczonych partycji. Po
powrocie z wywota rekurencyjnych partycja w§giowa jest posortowana ragro. Kaczymy
algorytm.

Cechy Algorytmu Sortowania Szybkiego

klasa zlgonasci obliczeniowej optymistyczna
] OPTymIStY O(n logn)

klasa zt@oncici obliczeniowej typowa

klasa zt@ondici obliczeniowe]j pesymistyczna ©(n)

Sortowanie w miejscu TAK
Stabilnag¢ NIE

8.11. Sortowanie dystrybucyjne.

Wszystkie opisane dotychczas algorytmy sqo@jopieraj si¢ na sprawdzaniu upaakowania
zbioru, ktére polega na poréwnywaniu elementéw. Wialiniono, # barieg efektywndci takich
algorytmow w przypadku ogolnym (sortowanie zbiormsowym rozktadzie elementow) jest klasa
ztozonasci obliczeniowe@(n logn). Zachodzi zatem naturalne pytanie: czy istnieje sposoby
sortowania o riszej klasie ztoondici obliczeniowej?

8.11.1. Sortowanie rozrzutowe.

Sortowanie rozrzutowe wyjaimy na przyktadzie poedkowania talii kart.
Ustalmy kolejné¢ kolorow kart wg ich starsastwa (pierwszy pik, ostatni trefl):

& - pik ¥ - kier 4 - karo & - trefl

Teraz ustalmy kolejrig figur (dla uproszczenia przyjmujemy tak 24 kart, chociaalgorytm jest
rowniez poprawny dla petnej talii 52 kart):

A -as

K - krol

D - dama

W - walet

T - dziesitka
9 - dziewntka
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Zattzmy, ze talia ztaona z 24 kart potasowana jest gpafaco :

vD

*K

&K

v9

oD

&»\W

oA

vK

»9

*T | A

oK

vT [aW

YA

&D

+D

YW

49

&A |49

W

oT

&T

Chcemy je posortowaszybko tak, aby najpierw wygtowaty piki, p&niej kiery, kara a na kmu
trefle. W obebie kazdego koloru karty powinny &y uporadkowane wg podanej povigj
kolejnasci. Postpujemy tak:

Najpierw kolejne karty uktadamy na 6 stoséw wg figkolorem s¢ chwilowo nie przejmujemy):

Poszczegolne stosydzymy ze solpw talie kart - karty pobieramy z kupek w tej sarkelejnasci,

A K D W T 9
aA | | ¢K | |YD| |SW | [oT | [¥9
A | [#K| |aD| [aW | |¥T | (&9
VA| |YK| [#D| |YW | |oT | |49
SA| (oK | [¢D| [¢W | [&T| |9

w ktorej byly na nie wstawiane (u nas wstawianieparzlismy od gory, zatem réwnieod gory
rozbieramy kada z kupek):

AA | SA | VA | #A [¢K |#K | YK [aK [¥D | 4D (D | 4D | #W [aW (YW [¢W [¢T [¥T |aT [&T |9 | #9|49(49
W drugim kroku otrzymamtalie rozktadamy na 4 stosy wg kolorow:
] \ 4 ¢ L J
oA | [ PA| | ¢A | |#A
oK [ [YK | | oK | |#K
aD| [vD| |¢D| [#D
AW | |[YW | [¢W ]| |&W
AT | | YT | | oT | | &T
a9 | [ vO | | ¢9 | [ #9
Teraz wystarczy patzy¢ ze soh otrzymane stosy w jedrtalie 24 kart:
aA |aK [aD | aW |aT |49 VA | YK | YD (YW [ 9T |9 ¢A [¢K [¢D | ¢W | 4T [ 49| #A | &K |#D | #W |&T |49

Talia kart jest posortowana.
Lista krokéw :

Krok 1 :

Krok 2 :

Przygotuj miejsce na tyle stosow, ile fignoga mie¢ karty. Pierwszy stoseblzie dla
najstarszej karty, a ostatni dla najmtodsze;j.
poszczegllne Kkarty na przygotosvawczéniej

np. wszystkie asy iddo stosu asow, kréleddlo stosu kroli, itd.

Rozdziel

stosy wg figur
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Krok 3 : ZtGz ze soh karty w kolejnych stosach poczyaajod stosu zawiergiego najstarsze
figury, a kaiczac na stosie z najmtodszymi figurami.

Krok 4 : Przygotuj miejsce dla czterech stoséw kdla Stosy powinny by utozone w
kolejncici starszastwa koloréw, np. piki, kiery, karo, trefle.

Krok 5 : Rozdziel karty na poszczegodlne stosy wgkialorow.

Krok 6 : ZtGz ze soh karty z kolejnych stosOw poczyaajod stosu zawierggego karty w

najstarszym kolorze a kozac na stosie z kartami w najmtodszym kolorze. Talia
zostanie uporglkowana
Krok 7 : Zakacz algorytm

Nalezy zwrOcik uwag, iz przedstawiona metoda w ogoéle nie poréwnuje eletwerze sob.
Elementy trafiaj do odpowiednich stosowasozrzucane - gt nazwa sortowanie rozrzutowe) na
podstawie swoje] warksi, a nie na podstawie ich relacji z innymi elenaent zbioru. Dz¢ki
takiemu podejciu zmieniona zostaje klasa czasowepatmici obliczeniowej:

Pierwsza operacja - rozienie n elementéw na m kupek ma klakzonasci O(n).

Druga operacja - ztzenie m kupek w n elementéw ma klagozonasci ©(m).

Sumarycznie caty algorytnebzie posiadat klasztozonasci © (n + m). Jest to klasa liniowa, zatem
sortowanie bdzie bardzo szybkie. Co wdej, algorytm tego typu nie posiada przypadku
pesymistycznego - czas sortowaniadego zbioru danych jest poréwnywalny. Mankamenb teg
rozwiagzania stanowi dodatkowe zapotrzebowanie na @a@in) - musimy zarezerwoweaomaorki

na elementy przechowywane w stosach.

Przyktadowy program
W programie wykorzystano opisany #gj algorytm sortowania kart, ktory me stanowd czgs¢
wigkszego programu gry w karty. Nalezastrzec,2 problem sortowania kart rozgauje s¢ o

wiele praciej, jednake tutaj chodzi o przedstawienie sposobu realizapjsanego algorytmu.
Zatem program ma raczej wastalydaktyczi niz uzytkowa.

{ Sortowanie Kart }

{ }
{ (C)2005 mgr Jerzy Wataszek }
{ I Liceum Ogélnoksztalc ace }
{im. K. Brodzi nskiego w Tarnowie }
{ }
Program skart;
Uses Crt;
{ Definicje typéw danych }
type
TKolor = (K_PIK,K_KIER,K_KARO,K_TREFL,K_PUSTY);
TFigura = (F_A,F_K,F_D,F_W,F_10,F_9,F_8,F 7,F_6,F _S5F_4F_3F_2F_0);

TKarta = record
Kolor : TKolor;
Figura : TFigura;

end;

{ Definicje zmiennych globalnych }

var
talia : array[1..52] of TKarta;
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gracz : array[1..4,1..13] of TKarta;

{ Definicje procedur i funkcji }

{

{ Procedura inicjuje tali e kart }
{
procedure Inicjuj_talie;
var
i ; integer;
k : TKolor;
f: TFigura;
begin
k:=K PIK; f:= F_A;
fori:=1to 52 do
begin
talia[i].Kolor := k; talia[i].Figura := f;
inc(f);
if f=F_0then
begin
inc(k); f:= F_A;
end
end;
end;

{

{ Procedura tasuje tali e kart }
{
procedure Tasuj_talie;
var
i,a,b : integer;
X :TKarta;
begin
fori:=1 to 1000 do
begin
a:=1+random(52); b := 1 + random(52);
X = talia[a]; talia[a] := talia[b]; talia[b] :

end;
end;
{
{ Procedura rozdaje karty poszczegélnym graczom }
{
procedure Rozdaj_karty;
var
i,j,k : integer;
begin
k:=1;
fori:=1to4 do
forj:=1to 13 do
begin
gracz|i,j] := talia[k];
inc(k);
end;
end;
{
{ Procedura sortuje karty gracza wg koloréw i figur
{
procedure Sortuj_karty(g : integer);
var

karty :array[0..3,0..12] of TKarta;

e
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Ifig : array[TFigura] of integer;
Ikol : array[TKolor] of integer;
f : TFigura;
k :TKolor;
i,j : integer;

begin

{ Ustawiamy liczniki figur }
for f:= F_Ato F_2 do Ifig[f] := 0;

{Przegl adamyr eke gracza i umieszczamy kolejne karty w tablicy }
{ figur wg figury }

fori:=1to 13 do

begin
f:= gracz[g,i].Figura;
karty[lfig[f],ord(f)] := gracz[g,i];

inc(lfig(f]);
end;
{Przegl adamy tablic e figur pobieraj ac z niej karty do r eki gracza }
i:=1,

forf:=F AtoF_2do
for j := 0 to Ifig[f] - 1 do
begin
gracz[g,i] := karty[j,ord(f)];
inc(i);
end;

{ Ustawiamy liczniki koloréw }
for k := K_PIK to K_TREFL do Ikol[K] := 0;

{Przegl adamyr eke gracza i umieszczamy kolejne karty w tablicy }
{ koloréw wg koloru karty }

fori:=1to 13 do

begin
k := gracz[g,i].Kolor;
karty[ord(k),Ikol[K]] := gracz[g,i];

inc(lkol[K]);
end;
{Przegl adamy tablic e koloréw pobieraj ac z niej karty do r eki gracza }
i:=1,

for k := K_PIK to K_TREFL do
for j:=0to Ikol[k] - 1 do
begin
gracz[g,i] := karty[ord(K),j];
inc(i);
end;
end;

{ }

{ Procedurawy  swietla karty gracza wg jego numeru }

{1:graczugory (15,1) }

{2 : gracz po prawej (30,6) }

{3:graczudolu (15,11) }

{4 : gracz po lewej (1,6) }

{ okna konsoli. Wydruk zajmuje 4 wiersze, w ka zdym do 15 znakow. }
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{Figur e 10wy swietlamy jako T - ka zda karta powinna zajmowa ¢ jeden }
{ znak, a zapis 10 wymaga dwoch znakdow. }
{ }
procedure Wyswietl_karty(g : integer);
const
kolory : string[4] = (#6#3#4#5);
figury : string[13] = (AKDWT98765432");
px :array[l..4] of integer = (15,30,15,1);
py :array[l..4] of integer = (1,6,11,6);
var
i ; integer;
k : TKolor;
begin
for k := K_PIK to K_TREFL do
begin
gotoXY(px[g], py[g] + ord(k));
write(kolory[1 + ord(K)]," ");
fori:=1to 13 do
if gracz[g,i].Kolor = k then
write(figury[1 + ord(gracz[g,i].Figura)]);
end;
end;

{ }
{ Program gtéwny }

{ }

var
i : integer;
begin
Randomize;
Inicjuj_talie;
Tasuj_talie;
Rozdaj_karty;
fori:=1to 4 do
begin
Sortuj_karty(i);
Wyswietl_karty(i);
end;
gotoXY(1,16); writeln('Gotowe. Nacisnij klawisz E nter...");
readin;
end.

8.11.2. Sortowanie kubetkowe.

Opisany poniej algorytm sortowania kubetkowego pozwala sortowkaory liczb catkowitych -
najlepiej o daej ilosci elementow, lecz o matym zakresie wacioZasada dziatania jest
nastpujaca:

1. Okreslamy zakres warti, jakie mog przyjmowa elementy sortowanego zbioru. Niech;w
0znacza najmniejgavarta¢, a Wnax Niech oznacza walé najwicksz.

2. Dla kazdej maliwej wartcsci przygotowujemy kubetek-licznik, ktoryelzie zliczat ilgé
wystapien tej wartgci w sortowanym zbiorze. Liczba licznikéw jest réavfwmax - Wmin + 1).
Kazdy licznik jest pocatkowo ustawiony na warfo zero.

3. Przeghdamy kolejno elementy zbioru od pierwszego do ostgb. Dla kadego elementu
zbioru zwkkszamy o jeden zawa#io licznika o numerze rownym wasld elementu. Na
przyktad, jéli kolejny element zbioru ma waié 3, to zwgkszamy licznik o numerze 3. W
efekcie po przegtnieciu wszystkich elementow zbioru licznikeda zawieraty ilg¢ wystpien
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kazdej z maliwych wartcsci. Jgli dany licznik zawiera 0, to warié rowna numerowi licznika
w zbiorze nie wysfpuje. Inaczej warkgE ta wystpuje tyle razy, ile wynosi zawalo jej
licznika.

4. Przeghdamy kolejne liczniki zapisa¢ do zbioru wynikowego ich numery tyle razy, ile vogi
ich zawarté¢. Zbior wyjsciowy bedzie posortowany.

Przykiad : Posortujmy zbior liczb {264387 293526}

Najpierw okrglamy zakres wartmi elementow (w tym celu niemy na przyktad wyszukaw
zbiorze element najmniejszy i napkszy). U nas zakres wynosi:

Wmin = 2, Wnax=9
Potrzebujemy zatem:
Wmax = Wmin + 1 =9 -2+ 1 = 8 licznikow.
Liczniki ponumerujemy zgodnie z wastami, ktére lada zliczaty:
[2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9]
Na pocatku sortowania wszystkie liczniki mggtan zero:
[2:0] [3:0] [4:0] [5:0] [6:0] [7:0] [8:0] [9:0]
Teraz przegldamy kolejne elementy zbioru zliczajich wystpienia w odpowiednich licznikach:
{26438725793526}
[2:3] [3:2] [4:1] [5:2] [6:2] [7:2] [8:1] [9:1]

Zapis [2:3] oznaczazilicznik numer 2 zawiera liczb3, a to z kolei oznaczg; liczba 2 pojawita
si¢ w zbiorze 3 razy. Przeglamy kolejne liczniki pocavszy od licznika o najmniejszym numerze
(w przypadku sortowania madepgo przegidanie rozpoczynamy od licznika o nagkézym
numerze) i zapisujemy do zbioru wynikowego tyleyrammer licznika, ile wynosi jego zawasto

[2:3] [3:2] [4:1] [5:2] [6:2] [7:2] [8:1] [9:1]

{22233455667789}
Specyfikacja algorytmu.

Dane wejciowe :

d[] - sortowany zbior liczb catkowitych. Indekslementow rozpoczynagie od 1
n - liczba elementow w zbiorze, ChN

Wmin - Minimalna warté& elementu zbioru, w, O C

Wmax - Maksymalna ward elementu zbioru, w0 C

Dane wyjciowe :
d[] - Zbidér zawierajcy elementy posortowane

Zmienne pomocnicze :
Lw [] - tablica licznikow wartéci o indeksach od wi» do Whax Kazdy licznik przechowuje liczb
catkowita
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I

- zmienne licznikowe dli, i,j OC

Lista krokéw :

Krok 1 :
Krok 2 :
Krok 3 :
Krok 4 :
Krok 5 :
Krok 6 :
Krok 7 :
Krok 8 :
Krok 9 :

=1

Schemat blokowy

( START )

y

i:=w_min;

TAK <

L w[i]:=0;

v

i=i+1;

v

ji=1; <

v

Dopoki Ly[i] > 0 wykonuj kroki 6...8
dj] =i
L[] == Lufi] - 1
j=j+1

zakdicz algorytm

<«

<>

TAK

L wd[i]] := L_w{d[i]] + 1

IV

i=i+1;

i :=w_min;
I
3 TAK
i <= w_max;
NIE
STOP
=i+ 1 <

d[j] :=1;

L w[i]:=L w[i]-1;
j=i+ L

Dla i =wmin , wmin + 1,...,wmax: wykonuw[i] := 0
Dlai=1,2,...,n: wykonujl{ d[i]] :=Lw[d[i]]+1

Dla i = Whin , Wmin + 1,...,Whax Wykonuj kroki 5...8

Algorytm realizujemy w czterech
petlach.

Petla nr 1 zeruje kolejne liczniki
L w[].

W petli nr 2 przeghdamy kolejne
elementy zbioru od pierwszego do
ostatniego. Dla kalego elementu
zwigkszamy licznik o numerze
rownym wartdci elementu. Po
zakaczeniu tej gtli  liczniki
zawieraj liczbe wystpien
poszczegolnych warfoi elemen-
tow w sortowanym zbiorze.
Zmienna j stay do umieszczania w
zbiorze  wyfciowym  kolejnych
elementow. Umieszczanie rozpocz-
niemy od pocatku zbioru, dlatego
zmienne ta przyjmuje waé 1.

Petta nr 3 przegida kolejne
liczniki. Jeli zawartg¢ danego
licznika jest wgksza od zera, to
petla nr 4 umiéci w zbiorze
wyjsciowym  odpowiedri ilosé¢
numerow licznika, ktore
odpowiadaj zliczonym wartéciom
elementow ze zbioru wgjiowego.
Po zakaczeniu gtli nr 3 elementy
w  zbiorze  wyjciowym @
posortowane. Kiaczymy algorytm.
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Algorytm ma klag czasowej ztooncdici obliczeniowej©(m + n) gdzie m oznacza i$6 mazliwych
wartasci, ktore mog przyjmowa elementy zbioru, a n to 86 sortowanych elementéw. siem jest
mate w poréwnaniu z n (sortujemy zu elementéw o malym zakresie waxi, to na czas
sortowania bdzie miata wptyw gtéwnie il& elementow n i klasa ztonasci uprasci sic do postaci
O(n). Dzieje st tak dlatego, 4 przy rownomiernym rozktadzie dej ilosci elementdw o matym
zakresie wartei liczniki beda réwnomiernie zapetnione (stanziego licznika bdzie dizyt do
["/m]). Zatem algorytm wykona:

1. m operacji zerowania licznikdbw - czas pomijalnietynigprzy duwzym n nie wptywa istotnie na

klas; algorytmu.

2. n operacji zwgkszania licznikow

3. n operacji przestania numeréw licznikbw do zbiorynikowego - ilég¢ pustych licznikow
bedzie dizyta do zera.

W sytuacji odwrotnej, gdy sortujemy mato elementwduzym zakresie wartei klasa ztaonasci
zredukuje sji z kolei do®(m).

Przyktadowy program :

{ Sortowanie Kubetkowe 1 }

{ }
{ (C)2005 mgr Jerzy Wataszek
{ | Liceum Ogolnoksztatc ace im. K. Brodzi nskiego w Tarnowie }

{ }

program bucketsortl;

const WMIN = -99;
const WMAX = 99;
const N = 80;

var
d :array[1..N] of integer;
Iw :array[WMIN..WMAX] of integer;
i,j : integer;

begin
writeln(* Sortowanie kubelkowe *);
writeln(' ;
writeln('(C)2005 Jerzy Walaszek');

writeln;

{ tworzymy zbidr wej $ciowy do sortowania }

randomize;
fori:=1to N do d[i] := WMIN + random(WMAX - W MIN + 1);

{wy swietlamy zawarto $¢ zbioru przed sortowaniem }
writeln('Przed sortowaniem:");
writeln;
fori:=1to N do write(d[i]:4);
writeln;

{ sortujemy }

{ najpierw zerujemy liczniki }
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for i := WMIN to WMAX do Iw[i] := 0;

{ zliczamy w odpowiednich licznikach wyst apienia }
{warto sci elementéw sortowanego zbioru }

fori:= 1 to N do inc(Iw[d[i]]);

{ zapisujemy do zbioru wynikowego numery niezerowyc h licznikow }
{ tyle razy, ile wynosi ich zawarto ¢}
ji=1

for i := WMIN to WMAX do
while Iw[i] > 0 do
begin
d[j] :=1i; inc(j); dec(lw[i]);
end;

{wy swietlamy zawarto $¢ zbioru po sortowaniu }

writeln('Po sortowaniu:');
writeln;
fori:=1 to N do write(d[i]:4);

{ koniec }

writeln;
writeln('Gotowe. Nacisnij klawisz ENTER...");
readin;

end.

8.11.3. Sortowanie przez zliczanie.

Posortowa rosmco zbiér danych: { 6; 3; 6; 1; 4; 9; 0;1; 8 ;2;4:9; 3;7;5;9;2;7; 3; 2,4, 1, 8, 7;
0;8;5;8;3;6;2;5;3}
Przegladamy zbior i wypisujemy wszystkie wadown zbiorze : 0;1; 2; 3;4;5;6;7;8;9; a
nastpnie przyporzdkowujemy tym wartéciom liczniki liczace ile razy dana war§é w zbiorze
wystepuje. Oczywidcie na pocatku warta¢ tych licznikdéw jest rowna zero (zaznaczono je keto
zielonym)

[0:0] [1:0] [2:0] [3:0] [4:0] [5:0] [6:0] [7:0][8:0] [9:0]

Przeghdamy kolejne elementy zbioru i zliczamy ich wysenia w odpowiednich licznikach. Np.
element 6 powoduje zwkszenie o 1 licznika nr 6. Po wykonaniu tego obigagposzczegolnych
licznikach mamy ilé¢ wystpien kazdej wartgci. W naszym przyktadzie otrzymamy:

[0:2] [1:3] [2:4] [3:5] [4:3] [5:3] [6:4] [7:3][8:4] [9:3]

Teraz poczynar od drugiego licznika sumujemy zawadaiidicznika oraz jego poprzednikow —
wartas¢ 0 wyshpita 2 razy warté 1 — 3 razy , wobec tego przy waitol wpisujemy 2+3=5. Dla
trzeciego licznika (wartd 2) zliczamy ilé¢ wystapien 0 (2 razy), 1 (3 razy) oraz 2 (4 razy) czyli
przy wartéci 2 wpisujemy 2+3+4=9. Analogicznie pggtjemy tak dla wszystkich wago
otrzymupc:

[0:2] [1:5] [2:9] [3:14] [4:17] [5:20] [6:24] [7:27] [8:31] [9:34]
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W wyniku tej operacji w kadym liczniku otrzymakimy ilos¢ wartagsci mniejszych lub réwnych
numerowi licznika, ktére wyspuja w zbiorze wejciowym. Na przyktad:

[0:2] - w zbiorze wejciowym s dwie wartgci O
[1:5] - w zbiorze wejciowym jest p¢¢ wartasci mniejszych lub rownych 1
[2:9] - w zbiorze wejciowym jest dziewg¢ wartas¢ mniejszych lub rownych 2, itd.

Zwréémy uwag, ze stan licznika oki&a teraz ostatmi pozycg w zbiorze uporadkowanym, na
ktorej naley umiesci¢ wartas¢ rowna numerowi licznika:

Wartosé¢: (0(0|1 41414|5|5[|5|6(6|6(6]|7|7|7|8]|8[8|8[9]|9(9
Pozycja:|1|2|3|4|5|6|7(8(9|110111213141516171819202122232425262728293031323334

=
'_\
N
N
N
N
w
w
w
w
w

Przeghdamy jeszcze raz zbiér wejowy idac od ostatniego elementu do pierwszego (aby
zachowa stabilnég¢ sortowania). Kady element umieszczamy w zbiorze wynikowym na ppzyc
rownej zawartéci licznika dla tego elementu. Po wykonaniu tejragg licznik zmniejszamy o 1.
Dzieki temu nasfpna taka wart@ trafi na wczeéniejsz pozycg.

W naszym przyktadzie rozpoczynamy od ostatnieplyc3. Jej licznik ma zawardé [3:14]. Zatem
liczbe 3 umieszczamy w zbiorze wynikowym na pozycji 14niniejszamy o 1 stan licznika
otrzymupc [3:13]. Kolejna liczba 3 trafi teraz na pozydj3, itd.

Dla liczby 5 stan licznika wynosi [5:20]. Umieszoza ja zatem na 20 pozycji i licznik
zmniejszamy o 1 otrzymag [5:19].

Postpujemy w ten sam sposOb z pozostatymi elementanurezbW efekcie zbior wynikowy
bedzie posortowany rogno:

{00111222233333444555666678888999}

Przyjrzawszy s doktadnie algorytmowi sortowania przez zliczani®zesz zastanawdasSig,
dlaczego pospujemy w tak dziwny sposob? Przecimapc zliczone wysipienia kadej wartaci

w licznikach, maemy je od razu przepiéado zbioru wyjciowego, jak zrobimy w pierwszej
wersji algorytmu sortowania kubetkowego. Miadtmackg, gdyby chodzito jedynie o posortowanie
liczb. Jest jednak inaczej.

Celem nie jest posortowanie jedynie samych wartelementéw. Sortowane waftd sa zwykle
tzw. kluczami, czyli wartéciami skojarzonymi z elementami, ktére wyliczono padstawie
pewnego kryterium Sortyg klucze chcemy posortowaawierajce je elementy. Dlatego do zbioru
wynikowego musimy przepigacate elementy ze zbioru wejowego, gdy w praktyce klucze
stanowi jedynie czs¢ (raczej mat) danych zawartych w elementach. Zatem algorytrtos@mnia
przez zliczanie wyznacza docelowe pozycje elemenmtdvpodstawie reprezendajych je kluczy,
ktére mog si¢ wielokrotnie powtarz& Nastpnie elementysgumieszczane na wiawym miejscu
w zbiorze wygciowym.
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Specyfikacja algorytmu.

Dane wejciowe :
d[] - zbiér elementow do posortowania.Alg element posiada pole klucz, wg ktérego
dokonuje s} sortowania. Pol&luczjest liczly catkowita. Indeksy elementéw rozpoczynaj

sie od 1.
n - liczba elementéw w zbiorze d [ ], (hN
Kmin - minimalna warté klucza, ki, O C

kmax - maksymalna wartd klucza, k,ax [ C

Dane wyjciowe :
b[] - zbiorz posortowanymi elementami ze zbidfy.
Indeksy elementdw rozpoczynajie od 1

Zmienne pomocnicze :

L[] -tablica licznikow wartéci kluczy. Elementy sliczbami catkowitymi. Indeksy przebiegaj
kolejne wartdci od knin do knax

i - zmienna licznikowagli, i 0 C

Lista krokow :

Krok 1 : Dla i = knin, kmin + 1,....knax  L[i] :=0;

Krok 2 : Dlai=1,2,...,n: L[d[i] . klucz] := ][] . klucz] + 1
Krok 3 : Dlai = knin + 1, knin + 2,....knax L[] := L[i] + L[i - 1]
Krok 4 : Dlai=n,n-1,...,1: wykonuj kroki Soi

Krok 5 : b[L[d[i].klucz]] := d[i]

Krok 6 : L[d[i].klucz] := L[d[i].klucz] - 1

Krok 7 : Zakaicz algorytm
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Schemat blokowy

Algorytm sortowania przez

zliczanie zbudowany jest z
( START ) kolejno nasipujacych po

sobie ptli iteracyjnych.

A 4

i = k_min; W petli nr 1 przygoto-

wujemy liczniki wystpien
poszczegolnych kluczy.
@ i=1; Ustawiamy je na 0.
< W petli nr 2 przeghdamy
@ kolejne elementy zbioru

L[i]:= zwigkszapc o0 1 licznik o
¢ numerze rownym warkgi
— klucza w  sortowanym
T r L TAK elemencie  zbioru.  Po
) - zakaczeniu tej ptli w
mk mine L e L[d[i] . klucz] := L[d[i] . klucz] + 1 licznikach mamy il6¢
— ¥ wystapien  poszczegoélnych
=i+l Kluczy.

W petli numer 3 przeksztat-
i=n: camy zliczone warkwi
wystapien kluczy na ostatnie
pozycje elementow z danym
kluczem w zbiorze
@ wyjsciowym.

L[i] := L[i] + L[i-1]

y

i=i+1;

W petli nr 4 ponownie
przeghdamy zbioér
wejsciowy (idac od kaica do
pocatku, aby zachowa
kolejnas¢ elementow
rownych - inaczej algorytm
nie bytby stabilny) i
+_l przesytamy elementy ze
zbioru  wefciowego do
zbioru  wygciowego na
pozycg 0 numerze zawartym
w liczniku skojarzonym z kluczem elementu. Po plar@s licznik zmniejszamy o 1, aby kolejny
element o tej samej waktm klucza trafit na poprzedaipozycg (idziemy wstecz, zatem kolejfo
elementéw o tym samym kluczu zostanie zachowana)zdkaczeniu tej ptli dane w zbiorze
wynikowym s posortowane rogeo. Kanczymy zatem algorytm.

STOP

b[L[d[i] . klucz]] := d[i];
L[d[i] . Klucz] := L[d[i] . klucz] - 1

i=i-1;

Zwro¢ uwag, iz algorytm sortowania przez zliczanie nie porowrzgesola zadnych elementow
zbioru. Teoretycznie udowodnionq; algorytmy sortujce, ktére poréwnuaj ze solh elementy
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zbioru nie mog oshgat w przypadku ogoinym lepszej klasy zémasci obliczeniowej©(n log n).
Ten algorytm nie poréwnuje elementéw, zatem lamgranic.
Przyktadowy program

{ Sortowanie przez zliczanie }

{ -}
{ (C)2005 mgr Jerzy Wataszek
{ I Liceum Ogélnoksztalc ace im. K. Brodzi nskiego w Tarnowie }

{ -}

const
N =80;
KMIN = 0;
KMAX = 26;

{ Tutaj definiujemy typ elementu }

type
TElement = record
klucz : cardinal;
wyraz : string[3];
end;

{ Zmienne }

var
d,b :array[1..N] of TElement;
L :array[KMIN..KMAX] of cardinal;
i,j,v . integer;
s :string;

begin
writeln(" Sortowanie Przez Zliczanie );
writeln(' ;
writeln(" (C)2005 mgr Jerzy Walaszek );
writeln;
writeln('Przed sortowaniem:");
writeln;

{ Generujemy losowe elementy do sortowania oraz ich klucze }

randomize;
fori:=1to N do
begin
s ="
forj:=1to 3 dos:=s+ char(65 + random(3) );
d[i].wyraz :=s;
d[i].klucz := 0;
vi=1;
for j := 3 downto 1 do
begin
inc(d[i].klucz, v * (ord(d[i].wyraz[j]) - 65) );
v:i=3*v;
end;
end;

{ Wy swietlamy wygenerowane elementy }

fori:=1to N do write(d[i].wyraz:4);
writeln;

{ Zerujemy liczniki }
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for i := KMIN to KMAX do L][i] := 0;

{ Zliczamy wyst apienia kluczy }
fori:=1to N do inc(L[d[i].klucz]);

{ Obliczamy pozycje ko ncowe elementow }
fori:= KMIN + 1 to KMAX do inc(L[i], L[i - 1]);

{ Przepisujemy elementy z d[ ] do b[ ]}

for i := N downto 1 do
begin
b[L[d[i]].klucz]] := d[i];
dec(L[d[i].klucz]);
end;

{ Wy swietlamy wyniki w b[] }

writeln('Po sortowaniu:");
writeln;
fori:=1to N do write(b[i].wyraz:4);
writeln;
writeln(‘Koniec. Nacisnij klawisz Enter...");
readin;

end.
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8.12. Podsumowanie

Nazwa glgorytmu Klasa zlazonaosci Stabilnosé Sortqwanie Zalecane?
sortujacego optymistyczna| typowa |pesymistyczng wmigjscu

Zwariowane 0(1) O (n*n!) O () NIE TAK NIE!!
Naiwne on) ..o | o () o (n’) TAK TAK NIE
Babelkowe wersja o(n’) o (M) o (M) TAK TAK NIE
Babelkowe wersja O (n) o () o () TAK TAK TAK
Przez wybor o (M) o (M) o () NIE TAK | TAK/INIE
Przez wstawianie o (n) X(5) o (M) TAK TAK TAK
Metoda Shella CX(1hin) o((nY omn' NIE TAK TAK
Przez §czenie ©(nlogn) [®(nlogn) © (nlogn) TAK NIE TAK
Przez kopcowanie| © (nlogn) |© (nlogn) © (nlogn) NIE TAK TAK
Szybkie ©(nlogn) |@(nlogn) © (M) NIE TAK TAK
Kubelkowe wersja| ©(m+n) |©@(m+n)| O (m+n) NIE NIE TAK/NIE
Radix Sort ©(nlogn) [®(nlogn) © (nlogn) TAK NIE TAK

Najszybsze algorytmy sortige to algorytmy sortowania dystrybucyjnego. Jedaak
szybka¢ ich dziatania jest okupiona #ym zapotrzebowaniem na pagéi Algorytmy te maj
liniowa klas; czasowej ztdoncici obliczeniowe;j.

Z algorytmow sortujcych w miejscu najszybszym w typowych warunkach ggorytm
sortowania szybkiego. Posiada liniowo logarytmicktas; czasowej ztbondici obliczeniowe;.
Jednake dla niekorzystnych danych uesk degradowa do klasy kwadratowe).

Wolniejszym (okoto dwa razy) algorytmem sortowakliasy liniowo logarytmicznej jest algorytm
sortowania stogowego. Algorytm ten nie degradujedsi nizszej klasy ztaondsci obliczeniowej i
moze by alternatywy dla algorytmu sortowania szybkiego.

Bardzo obiecujce wyniki otrzymakmy dla algorytmu sortowania metp&hella.

W klasie kwadratowej zimncdici obliczeniowe) zalecany jest do stosowania altjory
sortowania przez wstawianie. Jest bardzo prostynwlémentacji i jednocZeie wystarczajco
szybki. Dla zbiorow w znacznym stopniu upgitkowanych wykazuje liniow klasg: ztozoncici
obliczeniowej. Dlatego nadaje ¢sinp. do sortowania zbioru upadkowanego, do ktérego
dodajemy nowy element - zbidredrie posortowany szybciej miprzez algorytm sortowania
szybkiego. Ten wniosek jasno pokazujenie ma uniwersalnych algorytmow sosdaych.
Algorytméw sortowania dbelkowego raczej natg unikac.
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9. Binarne kodowanie liczb.

Zadanie 1.
Prosz wpis& ponizszy kod, skompilow@program i uruchondigo.

Program Zadanie 1A,
Var a : Byte;
Begin
a = 255;
a:=a+1,
Writeln(a);
Writeln;
Writeln('Nacisnij ENTER...");
Readln;
End.

Program Zadanie_1B;
Var a : Real;
Begin
a:=0.1;
Writeln (10*a);
If 10 * a = 1 Then Writeln('Mam') Else WriteIn('Nmmam);
Writeln;
WriteIn('Nacknij ENTER...");
Readln;
End.

Program Zadanie_1C;
Var a : Single;
i : Integer;
Begin
a:=0;
Fori:=1 to 20000000 Do a :=a + 1;
Writeln(a:0:0);
WriteIn('Nacknij ENTER...");
Readln;
End.

Powyzsze zadania (programy) pokazepdziwiagce wyniki. Dlaczego ?
9.1. System dziggny.

Podstaw systemu dziestnego tworzy liczba 10. Jest to specjalna wrtharakteryzujca system
pozycyjny, od ktorej bierze on swaapazwe: podstawa 10 - system dzigsiy.

Zapis liczby tworzymy za pomacyfr, czyli umownych znakéw o przypisanych wadiach od 0

do 9. llg¢ cyfr jest zawsze réwna podstawie systemu, czydystemie dziestnym kedzie ich
dziesi¢. Najwigksza cyfra jest o 1 mniejsza od podstawy (9 = 1) -

Cyfry umieszczamy na kolejnych pozycjachzHa pozycja posiada swojvartas¢, ktora

nazywamy wag pozycji. Wagi pozycji g kolejnymi potgami podstawy systemu, czyli w systemie
dziesetnym g to kolejne patgi liczby 10:

wagi | 1000[100[ 10 1
9 16° | 107 10| 10°

oy | 715182

pozycje 3 |21

o
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Cyfra na danej pozycji okél ile razy naley wzia¢ wage tej pozycji przy wyznaczaniu wago
catej liczby. Zatem w naszym przykfadzie waga 10@8tcpuje 7 razy, waga 1005 razy, waga 10

- 8razy i waga 1 2 razy. Wartéc liczby otrzymujemy sumag iloczyny cyfr przez wagi pozyciji,
na ktérych cyfry te wyspuja (czyli ilosci tych wag):

7*1000 +5*100 +8 *10 +2 *1

J&li pozycje ponumerujemy kolejno od 0 poczwywajpd prawej strony zapisu liczby, to waga
pozycji i-tej kdzie i-t4 potga podstawy systemu. Np. pozycja nr 3 ma wa@’, czyli 1000, a
pozycja nr 2 ma wagl(’, czyli 100.

Analogicznie maemy zapisé liczb¢ w kazdym innym systemie , np. dwojkowym (binarnym),
6semkowym czy szestnastowym — podstéadzie wtedy odpowiednio liczba 2, 8 lub 16.

Zbiér podstawowych cech dowolnego systemu pozycyjge o podstawie p

System pozycyjny charakteryzuje liczba zwana pedstystemu pozycyjnego.

Do zapisu liczby stig cyfry.

Cyfr jest zawsze tyle, ile wynosi podstawa systei;2,...,(p-1)

Cyfry ustawiamy na kolejnych pozycjach.

Pozycje numerujemy od 0 poczya@pd strony prawej zapisu.

Kazda pozycja posiada swaoyvag:.

Waga jest réwna podstawie systemu podniesioneptigipo wart@gci numeru pozycji.
Cyfry okreslaja ile razy waga danej pozycji uczestniczy w weaetdiczby

Wartci¢ liczby obliczamy sumdg iloczyny cyfr przez wagi ich pozyciji

CoNoO~WNE

Wartci¢ dziesetna liczby w systemie pozycyjnym o podstawie pG,.....GC1Co ma wartéé GCi.q
pn-1+ Cﬂ_zpn-z_'_ L+ sz + Clpl + COpO
gdzie:

C - cyfra danego systemu o podstawie p

Ci - cyfra na i-tej pozycji, i = 0,1,2,...,n-1

n - ilos¢ cyfr w zapisie liczby

p - podstawa systemu pozycyjnego

Przyktad : Obliczy wartas¢ (w systemie dziegnym) liczby 53214 (zapisanej w systemie
szostkowym)

1) Ponad cyframi wypisujemy wagi pozycji, patajac, iz pozycje numerujemy od O z prawa na
lewo. Wagi g kolejnymi potgami podstawy systemu. Waga danej pozycji jest zawdwna
podstawie podniesionej do pgt o wartgci numeru pozyciji.

wartosé wagi 6 6° 6° 6" 6°
wartas¢ cyfry 5 3 2 1 4
numer pozycji 4 3 2 1 0
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2) Tworzymy sura iloczynow cyfr przez wagi ich pozycji

wartosé wagi 6 6 6 6 6
wartoic cyfry 5 3 2 1 4 =s¢+36+26+16+4¢
numer pozycji 4 3 2 1 0

3) Wyliczamy wagi kolejnych pozycji

wartosé wagi 68 6 6 6 6
wartaié cyfry 5 3 2 1 4 -=51296+3216+2736+176+41
numer pozycji 4 3 2 1 0

4) Obliczamy iloczyny cyfr przez wagi pozycji

wartasé wagi 6 6° 6° 6" 6°

wartcié cyfry 5 3 2 1 4 -=esso+eas+72+6+4
numer pozycji 4 3 2 1 0

5) Sumujemy iloczyny i otrzymujemy waktoliczby

wartasé wagi 6 6° 6° 6" 6°

wartas¢ cyfry 5 3 2 1 4 =7210
numer pozycji 4 3 2 1 0

| ostatecznie piszemy 53234 721Qi0). J&li operujemy liczbami zapisanymi wzdych
systemach pozycyjnych, to w celu uniégia niejednoznaczioi liczbe opatrujemy indeksem
dolnym, w ktérym umieszczamy wagtopodstawy systemu zapisu danej liczby. Pzszga rownéé
oznacza,z zapis szostkowy i dziegny oznaczactsam liczbe.

Algorytm obliczania wartosci liczby pozycyjnej.
Specyfikacja problemu algorytmicznego.

Dane wejciowe :
p - podstawa systemu pozycyjnego zapisu licZByNo, pO0 <2,3, n>
S - tekst przedstawiggy liczbe

Dane wyjciowe :
L - liczba kzdaca wartdcia liczby o podstawie p i zapisanej w postaagci znakéw s

Zmienne pomocnicze :
w - wagi kolejnych pozyciji, vl N
X - przechowuje wartg znaku sJi;
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Lista krokéw

Krok 1 : czytajp oraz s

Krok 2 : L:=0; w:=1;

Krok 3 : Dla i = dlugéc (s) , dlugosc(s) -1, .. 2, 1 wykonuj kroki 4...7
Krok 4 : Przypisz x liczb s[i]

Krok 5 : Jali i = dlugos¢ to L :=x;

Krok 6 : W = W*p;

Krok 7 : L:=L+x*w;

Krok 8 : Wyswietl warté¢ L i zakaicz algorytm

9.2. Schemat Hornera.
Obliczanie wartéci wielomianu
Rozwamy wielomiany :

W(X) = ax’+ax + & = (ax +a) X + &
W tym wielomianie (drugiego stopniag sykonywane 2 mngenia i 2 dodawania

W(x) = ax’+ ax’+ ax + & = ((@X +a) X +a) X + &
W wielomianie 3 stopnia wykonamy 3 miemia i 3 dodawania

Ogolnie :

w(x) = ax"+ ax"+ ... +ax+a = (ax"+ax™+ +a)X+a=
((ax™2+ ax™3+ ....... +A)) X+ 3D X+ AT e =
«....... (ax+ta)X +a) X +.... +a2)) X+a.) X+ a

llos¢ mnazen i dodawa w wielomianie stopnia n wynosi n dlazkkego z dziata

Dane: n — liczba catkowita nieujemna — stafpigielomianu
H,a, 3, ... , @ - wspotczynniki wielomianu , ikg - n+1
Z — wartd¢ argumentu
y — zmienna pomocnicza

Wynik : Wartag¢ wielomianu stopnia n dla wadd argumentu x = z

Aby obliczy¢ wartas¢ wielomianu dla warteci argumentu z naky postpowa nastpujaco :

1) vy=a
2) yi=yzta
3) yi=yz+a
n yi=yz+as
n+l) y:=yz+a
Oczywicie pamgtajmy , ze obliczon wart&¢ y np. z wiersza 1) podstawiamy do wiersza 2 itp.

Wszystkie wiersze za wytkiem pierwszego, me@emy zapisaw postaci
y=a
y:=yz+a gdziei=1,273, ..... n
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Taki sposob obliczania waid wielomianu nazywa sischematem Hornera Jest to najszybszy
Sposob obliczania waoi wielomianu.

Zastosowanie schematu Hornera :
1) obliczanie wartéci dziesgtnej liczb danych innym systemie pozycyjnym
2) szybkie obliczanie warkoi pokgi wykorzystywanego w szyfrowaniu z kluczem
jawnym
3) jednoczesne obliczanie waftb wielomianu i jego pochodnej

9.3. Schemat Hornera jako sposob obliczania wacidiczby.

W rozdziale ,System dziegny” zostat podany algorytm obliczania waitoliczby na podstawie
wzoru:

CniCn2..CCiCo= Cra P+ Crop™2+ .. + G PP+ CLpt + G p°

W zastosowaniach informatycznych korzystazsinnego rozwizania, zwanego schematem
Hornera. Wtaciwie schemat ten ma zastosowanie przy wyznaczaartosci wielomianu, lecz
jesli przyjrzymy sk doktadnie powyszemu wzorowi, to na pewno zauwey podobiéstwo do
wzoru nha warté wielomianu:
W(X) = a1 X"+ 3o X+ L +raxi+ax+a
Wspotczynniki adlai = 0,1,2,...,n-1 odpowiadajvartagsciom cyfr C. Natomiast kolejne pgji
zmiennej X to oczywicie potgi podstawy p. Schemat Hornera wyznaczymy dla Segimwe]
liczby (dla n-cyfrowej zasada jest identyczna).zZba zapisana jest w systemie pozycyjnym o
podstawie p aigiem cyfr GC3C,C1Co | ma wartde:
L=Cip'+ GP’+ P +Cip' + G p°

Poniewa p; = p oraz p= 1, powyszy wzOr mana nieco uprecic i zapisa go w postaci:

L=Cip'+ GP’+ P +Cip+ G
Wyprowadzamy przed nawias wspolny czynnik p:

L=p(Gp’ +CGp+Cp+GC)+GC
ZwWro¢ uwag, iz wyrazenie w nawiasie ma ¥szy stopié. Znéw wyprowadzamy przed nawias
wspolny czynnik p.

L=p (PGP +Cp+G)+C)+C

L=p(p@PGp+G)+C)+C)+C

L=p(@P@E@E@Q+C)+C)+C)+ G
Ze wzgkdu na przemienrié operacji mnaenia otrzymany wzor memy zapisaw postaci:
L=(((C)p+G&p+G)p+G)p+G
Teraz wartéc liczby obliczamy wyliczajc wartagci wyrazen w kolejnych nawiasach:
Lo = G4 - warta¢ pocatkowa
Li=lop+G=Gp+G
Lo=Lip+G=(Gp+G)P+G=GCp +CGp+G
Ls=Lp+G=(CpP+CGp+Q)p+G=Cp +Cp+CGp+G
Li=Llap+G=(GpP’ +GP+CGp+C)p+G=Cp' +Gp' +CpP+Cp+G

| jeszcze raz:

| po raz ostatni:

Zwréémy uwag na sposob wyliczania wasm liczby. Wyranie widoczny jest pewien schemat
postpowania. Najpierw za warké liczby przyjmujemy G. Nastpnie do wyczerpania pozostatych
cyfr wykonujemy te same obliczenia: npwartg¢ otrzymujemy mngaCc poprzedri wartasé
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przez podstaw systemu i dodag kolejra cyfre. Rachunki kdczymy po dodaniu ostatniej cyfry
zapisu liczby.

Przyktad Obliczy za pomog schematu Hornera warfé liczby pytkowej 4223213,
Lo =4

Li=4*5+2=22

L,=22*5+2=112

L3=112*5+ 3 =563

L, =563 *5+ 2 =2817

Ls =2817*5+ 1 = 14086

Le = 14086 * 5 + 3 = 70433 - koniec, poniewayczerpalmy wszystkie cyfry
4223213 = 704330).

Po co to wszystko jest potrzebne? Po pierwsze edaox w mnazeniu. Sprawdmy. Dla pkciu
cyfr musimy wykona nastpujace rachunki przy zastosowaniu standardowego wzoru:

L=Cspppp+Gppp+Gpp+Gp+G

Daje to w sumie 10 mrten i 4 dodawania. Ten sam rachunek schematem Hoprewmadzi do
wykonania 4 mngen i 4 dodawa. Mniej mnazen oznacza wikszy efektywna¢ algorytmu Hornera
poniewa mnazenie zajmuje procesorowi komputeracegj czasu od dodawania. Deugalet, jest

sposOb przetwarzania cyfr. Bierzemy je kolejno @@ drugiej z a@igu wegciowego a do

napotkania kaca zapisu. Poniewataka kolejné¢ cyfr jest zwykle zgodna z kolejdcia ich

przechowywania w fscuchu tekstowym, zatem sposéb ten daje nam kolpjagspieszenie i
uproszczenie dziatania algorytmu (w poprzednim @figoie cyfry przetwarzasmy w kierunku
odwrotnym poczynag od ostatniej w zapisie).

Schemat blokowy pozycyjny | Schemat blokowy Hornera

Read (p);
Read (s);

Read (p);
Read (s);

y
w:=1; L « kod cyfrys[ 1]
L:=0; i:=2;
i ;= Length (s) -
TAK v
Write (L); Write (L);
4
X « kod cyfry s]i] L { x < kod cyfry g]i]
Li=L+w*x | L=L"p+x STOP
WI=Ww*p; STOP =i+ 1
i=i-1;
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Przyktadowy program (schemat Hornera)

Program Zamiana_Systemow_Liczbowych; {schemat Harhe

Uses Crt;
Var s : String;
L,x,p,i :Longint;
{ }

Function Przypisz_Wartosc (znak : Ghéanteger;
Var code : Integer;
Begin

znak := UpCase(znak);

Case znak of

‘A x:=10;
‘B':x:=11;
'C'x:=12;
'D':x:=13;
'E':x =14,
' x:=15;
Else Val (znak,x,code);
End;
Przypisz_Wartosc := x;
End;
{ }
Begin
ClrScr;
Writeln (' ;

Writeln (' Program zamieniajacy liczbe poaav dowolnym systemie );
Writeln (' pozycyjnym ( 2 ... 16) na wantos systemie dziesietnym );
Writeln (' i
Writeln;
Write (' Podaj podstawe systemu od 2 do'}6 :
ReadIn (p);
Write (' Podaj liczbe, ktorej wartosc chcerazw systemie dziesietnym : );
ReadIn (s);
i:=2;
L := Przypisz_Wartosc (s[1]);
For i := 2 to Length(s) Do
Begin
X := Przypisz_Wartosc (sli]);
L:=L*p+x
End;
Writeln;
Writeln (* Liczba',s,'(,p,) ='L,'(10)")
Writeln;
Writeln (" Nacisnij dowolny klawisz ");
Repeat Until KeyPressed;
End.

9.4. Przeliczanie liczb systemu dzgsego na dowolny system

Zadanie : Przedstawliczbg 432%10) W Systemie tréjkowym.

Rozwiazanie :

Wartai¢ liczby L wyraza sk wzorem L = G4 p™ '+ Cop™2+ ..+ G PP+ G pt + Gp°
gdzie : p — podstawa systemu, C — warioyfry
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Tak wigc problemem &dzie znalezienie wargoi cyfr Cy.1, G2, ... , G, C, G w systemie
dziesktnym. Uzyjemy do tego celu dzielenia catkowitoliczbowdgly oraz reszty z dzielenia
catkowitoliczbowegdOD

Czyli :

4321 div3 = 1440 resztal

1440 div3 = 480 resztaO

480 div3 = 160 resztaO

160 div3 = 53 reszta 1

53 div3d= 17 reszta 2

17 dv3= 5 reszta 2

5 dv3= 1 reszta 2

1 dv3= 0 reszta 1

Whpisujemy reszty w kolejriai od dotu i otrzymujemyze 432}y = 12221004,

Obliczy¢ wartas¢ 432110y W Systemie 6semkowym

4321 div8 = 540 resztal

540 div8 = 67 reszta 4

67 div8= 8 reszta 3

8 dv8= 1 reszta O

1 dv8= 0 reszta 1

Whpisujemy reszty w kolejriai od dotu i otrzymujemyze 4320y = 10341

Obliczy¢ wartas¢ 432110y W Systemie szestnastkowym

4321 div1e = 270 resztal
270 divle = 16 reszitid
16 divlie = 1 reszta O

1 divle = 0O reszta 1
Wopisujemy reszty w kolejrigi od dotu pamitajac, ze cyfry powyej 9 zastpujemy literami czyli
tu 14=E i otrzymujemyze 432%}10) = 10ELss)

Algorytm wyznaczania warkgi liczby w systemie dziesnym na dowolny system

Wegjcie: W - wartag¢ liczby ,
p — podstawa liczby wygiowej
Wyijscie: S - cikg znakow reprezentagych wartd¢ liczby W10y W systemie p
Zmienna pomocnicze :
r - reszta z dzielenia catkowitoliczbowego
krok 1 : r:=Wmodp; W:=Wdivp;
krok 2 : Zamié r na znak i dodaj do tancucha S
krok 3 : Jéli W > 0, wr& do kroku 1
krok 4 : Wyprowad tancuch S (reszty z dzielenia) w kolefzoodwrotnej
krok 5 : Koniec
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Zadanie : Napisaprogram przeliczagy wartag¢ liczby w systemie dzieginym na liczlg w
dowolnym systemie.

9.5. Liczby zmiennoprzecinkowe.

Z liczbami zmiennoprzecinkowymi (ang. floating pomumbers) kady sk spotkat ju na przyktad
na lekcjach fizyki. Zapis bardzo gich lub bardzo matych liczb w normalnej notacji pognej
jest niewygodny, gdywymaga sporej ileci cyfr. Dlatego takie liczby zapisujegsiv postaci
zmiennoprzecinkowej czyli na przykfad :

2,998x 10 (predkasé swiatta w pré&ni w m/s® ) lub 1,602< 10™*° (tadunek elektronu w @)
Zapis sktada siz trzech liczb:
m - mantysy, np. 2,998

p - podstawy systemu, np. 10
c-cechy, np. 8

Wartai¢ liczby zmiennoprzecinkowej obliczamy zgodnie zeovern:
L=mxp®

Oczywiscie wzor ten pozwala obliczy wartags¢ liczby zmiennoprzecinkowej zapisanej w
dowolnym systemie pozycyjnym, a nie tylko dzédsym.

Przykiad : Obliczy wartas¢ zmiennoprzecinkowej liczby trojkowed,21x 107 3).

Najpierw obliczamy warti (patrz — system dziegny) poszczegoélnych sktadnikéw liczby
zmiennoprzecinkowe] partajac, iz kazdy z nich jest zapisany w systemie trojkowym:

M=22%=2x30+2x 31+ 1x3%=2x1 +2x 3+ 1xYg=2 +%3+ Y9 =21,
p=10Q3=1x3"+0x3"=3
=213 =2x3"+1x3P=2x3+1x1=6+1=

Teraz wykorzystujemy wzér L=mp® = Z/gx 3" =%y x 3" = 25x 3° = 25x 243 =6075
Przykiad : Obliczy wartaé¢ zmiennoprzecinkowej liczby szesnastkowgjCB x 10P.

m=A,CBs=Ax 16"+ Cx 16" + Bx 16°

m = A,CBue) = 10x16° + 12x16" + 11x167

m = A,CB(]_G) =10x1 + 12><1/16 + 11X1/255 =10 +12/16 + 11/255 =10 +192/255+ 11/255
m = A,CB(]_G) = 10203/256

p=1Qie = 1x16' + 0x16° = 16
¢ = Duey= Dx16° = 13x16° = 13
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L =mx p° = 102956 x16™ = 270,56 x 16" = 2763x16™ = 2763x17592186044416
L = 48607210040721408

Poniewa liczbe zmiennoprzecinkowmazna zapisywaw rozny sposéb, przgo tzw. posta
znormalizowaan.

325x10%° = 32,5x 1071 = 3,25% 107% = 0,325x 107° = 0,0325x10°%,

Znormalizowana liczba zmiennoprzecinkowa to tak&tdvej mantysa spetnia nierowégo
p>Imlz1

Czyli post& znormalizowana wiej wypisanej liczby bdzie 3,25x 107 (p=10 ,m = 3,25)

Przyktadowy program przeliegy wartoi¢ liczby zmiennoprzecinkowdpdatniejz dowolnego
systemu (od dwojkowego do szestnastkowego) narsgztesitny.

Program Liczby_zmiennoprzecinkowe;

{ program przelicza liczby zmiennoprzecinkowe z dévego systemu }
{ (od 2 do 16) na system dziesietny.

{ przy wprowadzaniu liczby do przeliczenia nalendpc : }

{ podstawe (zmienna p), ceche (zmienna c), mar{zséenna m) }

{ Uwaga : program NIE sprawdza poprawnosci wprovesds liczby }
{ i dziala tylko dla liczb dodatnich }

Uses Crt;

Var ¢,m,p,calk,ulamek : String;
S,p_,w : Longint;
c_ . Integer;
mantysa_calk,
mantysa_ulamk : Real;
liczba : Extended,;

{

{ Procedura znajdujaca czesc calkowitemkowa liczby }
Procedure Znajdz_Ulamek (liczba : String;

Var calkowita,omkowa : String);
Var i : Integer;

Begin
i=1
While i <= Length (liczba) do
Begin
If (liczbal[i] =',") or (liczbd[F'".") Then
Begin

calkowita := Copy (liczba;1);
ulamkowa := Copy (liczba,jit&ngth(liczba)-1);
i ;= Length (liczba);
End
Else
Begin
calkowita := liczba;
ulamkowa = ";
End;
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Inc(i);
End;
End;
{ }

Function Przypisz_Wartosc (znak : Ghéanteger;
Var code,x : Integer;
Begin

znak := UpCase(znak);

Case znak of

‘A x:=10;
‘B':x:=11;
'C':x:=12;
'D':x:=13;

'E': x =14,

' x:=15;

Else Val (znak,x,code);
End;

Przypisz_Wartosc := x;
End;
{ }

Function Oblicz (liczba : String; Var waga :rigint) : Longint;
Var L,i,x : Longlnt;
Begin
waga := 1*s;
L := Przypisz_Wartosc (liczba[1]);
For i := 2 to Length(liczba) Do
Begin
X := Przypisz_Wartosc (liczbali]);
L=L*s+Xx;
waga ;= s*waga,
End;
Oblicz :=L;
End;
{ }
{ Funkcja obliczajaca potege liczby a do n ja”*n }
Function Oblicz_Potege (a,n : Integer) : Real,
Var p : Real;
Begin
p:=1;
While n >0 Do
Begin
p=p*a
n:=n-1,
End;
While n <0 Do
Begin
p:=p/a;
n:=n+1;
End;
Oblicz_Potege = p;
End;
{ }

Begin { program glowny }

ClrScr;

Writeln;

Writeln (' ;

Writeln (' Program zamieniajacy liczbe znmieprzecinkowa podana w dowolnym systemie ");
Writeln (' (2...16) na wartoscsystemie dziesietnym );

Writeln (‘Liczbe zmiennoprzecinkowa nalezy poeaformacie : m*p”~c(s), np. 2,34*10"12(3)");
Writeln (' gdzie m - mantysa (tu : 2,34), podstawa (tu : 10), ¢ - cecha (tu : 12)");
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Writeln (' s - podstawa systemu ( tu : §stem tr'jkowy) 9;
Writeln (' Y
Writeln;
Write (' Podaj podstawe systemu liczby przelieg (od 2 do 16) s =);
Readln (s);
Write (' Podaj mantyse liczby przeliczanej f);=
ReadIn (m);
Write (' Podaj podstawe liczby przeliczanej ;=
ReadIn (p);
Write (' Podaj ceche liczby przeliczanej ;=
ReadIn (c);
calk :=";
ulamek :=";
Znajdz_Ulamek (m,calk,ulamek);
{ Obliczenie wartosci czesci calkowitej }
mantysa_calk := Oblicz (calk,w);
{ Obliczenie wartosci czesci ulamkowej }
mantysa_ulamk := Oblicz (ulamek,w);
mantysa_ulamk := mantysa_ulamk/w;
{ obliczanie wartosci podstawy }
p_ := Oblicz (p,w);
{ obliczenie wartosci cechy }
¢_ := Oblicz (c,w);
If c[1] ="' Then c_:=c_*(-1);
{ obliczenie wartosci liczby ze wzoru L=m*p”c }
liczba := (mantysa_calk+mantysa_ulamk)* Oblieatege (p_,c );
Writeln;
Writeln (* Wartosc liczby ',m,™*,p,"~,c,'(")swynosi ‘,liczba:18:0,'(10)");
Writeln;
Writeln (* Nacisnij dowolny klawisz");
Repeat Until KeyPressed;
End.

Algorytm przeliczania liczby dziesketnej na liczb¢ zmiennoprzecinkowg w innym systemie
pozycyjnym

1. Obliczamy mantysprzy cesze réwnej 0. W tym celu wystarczy przetodary liczbe
dziesktna, na liczle w systemie docelowym.

2. Normalizujemy mantysmodyfikujac przy tym odpowiednio cegHiczby

3. Koniec

Przykfad : zapisaliczbe dziesgtng 1275,125 jako zmiennoprzecinkpiiczhbe w systemie
czwoérkowym.

Przeliczamy liczb 1275,125 na system czwérkowy. Robimy to osobnagisci catkowitej i
utamkowej:

1275 div4 =318 ireszta3

318 divd =79 ireszta?

79 divd =19 ireszta3

19 divd =4 ireszta 3

4 dv4 =1 ireszta 0

1 divd =0 i reszta 1 - koniec
127810y = 103323,

Teraz przeliczamy na system czworkowygsczutamkowy liczby:
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0,125 x4=0,5 -—cyfra0
0,5 x4=20 —cyfra2ikoniec poniewazs¢ utamkowa wynosi O
0,12510) = 0,024).

taczymy ze solpoba wyniki i otrzymujemy postaczworkows przeliczanej liczby dziesinej:
1275,125(10) = 103323,02(4)

Liczbe t¢ zapisujemy z cearowmn O, czyli

103323,0 104

Normalizujemy mantys W tym celu przecinek natg przesunc o 5 pozycji w lewo, zatem cecha
wzrosnie do wartéci 5, co w systemie czworkowym ma zapigsjlilostatecznie:

1275,12%,0) = 1,033230% 10",

Zadanie to mzna rozwazat rowniez w inny sposob. Mantgsi ceclk docelowej liczby
zmiennoprzecinkowej memy wyznaczy w systemie dziesinym, a nasfpnie liczby te przeliczy
na system docelowy. Korzystamy tutaj z faktuprzesungcie przecinka w systemie docelowym
odpowiada pomnaeniu wartdci liczby przez podstagvtego systemu (przesugie w prawo) lub
podzieleniu jej przez podstawprzesunicie w lewo). Zatem:

1275,125 = 1275,12% 4°
1275,125 = 318,78126 4*
1275,125 = 79,69531 264
1275,125 = 19,9238281264°
1275,125 = 4,980957031264
1275,125 = 1,2452392578154°

Teraz otrzymane liczby wystarczy zamiena system czworkowy i mamy gotew
zmiennoprzecinkowpost& znormalizowan przeliczanej liczby.

m = 1,2452392578125

Czeséc¢ catkowita wynosi 1, obliczamy zatemeéz utamkowy mantysy:
0,245239257812% 4 = 0,98095703125 - cyfra O
0,9809570312% 4 = 3,923828125 - cyfra3

0,923828125% 4 = 3,6953125 - cyfra 3

0,6953125¢ 4 = 2,78125 - cyfra 2

0,78125x 4 = 3,125 - cyfra 3

0,125% 4 = 0,5 - cyfra 0

0,5x4= 2,0 - cyfra 2 i koniec, gdyczgs¢ utamkowa wynosi zero
m = 1,10332307)

P = 410)= 10y

C = Juo) = 11y

Zatem ostatecznie:
1275,12%) = 1,033230%10™ 4.
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Przykiad : zapisaliczbe dziesgtng 234,13 jako zmiennoprzecinkgViczbe w systemie
czworkowym.

Postpujemy analogicznie jak w poprzednim przyktadzigrzeliczamy najpierw e&¢ catkowita
liczby, a nasgpnie czs¢ utamkows , na koniec wynikidgczymy

234 div4d =58 ireszta?
58 div4d =14 ireszta?
14 divd =3 i reszta 2
3 dv4 =0 i reszta 3 - koniec

23410y = 3222

Teraz przeliczamy na system czworkowygsczutamkowy liczby:
0,13 x4=052 - cyfrad

0,52 x4=208 -cyfra2

0,08 x4=0,32 -cyfrad

0,32 x4=128 -cyfral

0,28 x4=112 -—cyfral

0,12 x4=048 - cyfrad

0,48 x4=192 -cyfral

0,92 x4=368 -cyfrad

Stwierdzamze chyba nigdy nie oggniemy zerowej agci utamkowej wec konczymy
przyblizeniem.

0,13(10) = 0,02011013...(4,)

Stad 234,1310) = 3222,02011013. (4,

Algorytm wyznaczania warkei liczby dziesitnej zmiennoprzecinkowej w dowolnym systemie

Zamienia liczlg zmiennoprzecinkowz systemu 10 na licglw innym systemie ( 2 ...16)
Liczbe w systemie dziesinym naley poda w formacie : m*p"c np. 2,34*10"12
gdzie m - mantysa (tu : 2,34), p - podstawa (t0); & - cecha (tu : 12)

Wejcie: mantysa,cecha, podstawa adach reprezentagy liczbe w systemie dziesinym
sys — podstawa liczby wigiowej
Wyjscie: mantysa,cecha, podstawa adach reprezentagy liczbe w systemie ,sys”

Funkcja Przelicz (liczba_str : String) : String;

Zmienna pomocnicze :
r - reszta z dzielenia catkowitoliczbowego
i - Zmienna pomocnicza

cz_calk,

reszta - zmienne typu catkowitego przechawijczsé catkowity liczby oraz resztz
dzielenia

cz_ulamk,

liczba - zmienne typu rzeczywistego proeehjace czs¢ utamkows liczby oraz cat liczbe

S,
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s_odwr - zmiennedauchowe przechowage odpowiednio liczbpowstah z reszt dzielenia
czesci catkowitej oraz odwrocony t@uch powstaty z ,s” oraz ewentualnegéa utamkowej liczby

krok 1 : s:="; s_odwr = ";

krok 2 : Dlai:=1, 2 ... dluge (liczba_str) wykonaj krok 3

krok 3 : Jeliliczba_str[i]="toliczba_str[i]:="; {zamiana przecinka na krophk

krok 4 : Zamié zmienn typu taacuchowego (liczba_str) na zmientypu rzeczywistego
(zmienna ,liczba”)

krok 5 : Podstaw pod zmiesoz_calk warté¢ catkowita zmiennej ,liczba”
Podstaw pod zmienrcz_ulamk warté¢ utamkows zmiennej ,liczba”

krok 6 : Dopoki cz_calk > 0 wykonu; :

reszta := cz_calk mod sys;
cz_calk := cz_calk div sys;
S := s+ Przypisz_Znak (reszta);
{ podstawienie pod ,s_odwr” znakéw z reszt dzietewi odwrotnej kolejngci }

krok 7 : Dla i := dlugé¢ (s), dlugac¢ (s) -1 ..... 1 wykonuj s_odwr :=s_odwr + §[ i
krok 8 : Jéli cz_ulamk > 0 wykonaj kroki 9 i 10

krok 9 : i:=1; s odwr:=s odwr+","

krok 10 : Dopoki (cz_ulamk > 0) and (i< 11) pawaj krok 11, 121 13

krok 11 : liczba := cz_ulamk * sys;

krok 12 : Podstaw pod zmiennz_calk warté¢ catkowita zmiennej ,liczba”

Podstaw pod zmienrcz_ulamk warté¢ utamkows zmiennej ,liczba”
krok 13 : =i+ 1

s_odwr :=s_odwr + Przypisz_Znak ( cz_calk);
krok 14 : Przelicz := s_odwr; { koniec funkcjizelicz }

{ Program gtéwny }

krok 1 : podstawa := ‘10 *;
krok 2 : Czytaj mantyse ; Czytaj ceche ; Czyis;
krok 3 : mantysa := Przelicz (mantysa);

podstawa := Przelicz (podstawa);
cecha :=Przelicz (cecha);
krok 4 : Wywietl mantyse, podstawe i cechzakacz algorytm

Zadanie : Napisaprogram przeliczagy wartag¢ liczby zmiennoprzecinkowej w systemie
dziesktnym na liczle w dowolnym systemie.
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10. System binarny.

Historia rozwoju komputeréw pokazuje nam,system binarny nie zostat od razu wybrany jako
podstawowy system reprezentacji liczb w maszynaghowych. Poczatkowo konstruktorzy
prébowali stosowmasystem dziegtny, poniewa byt im najblizszy i bardziej zrozumiaty. Jednak
system ten sprawia wiele ktopotow. Przede wszystkimeruje dziegcioma symbolami, ktére
naleey w jakis sposéb reprezentowaw maszynie cyfrowej. Prosta tabliczka dodawanig cz
mnazenia zawiera sto pozycji. Wszystko to znacznie Kdwuje budow komputera oraz
wykonywanie oblicza.

W latach czterdziestych XX wieku opracowywano tégrene podstawy dziatania maszyn
cyfrowych i zwrécono uwagna system binarny (dwéjkowy). System ten posiadie dyfry - 0 1,
ktére w prosty spos6b mna reprezentowaw maszynie cyfrowej za pom@odpowiednich nagt
czy pradow elektrycznych. Uklady realizage operacje na cyfrach binarnychrseporéwnywalnie
prostsze od analogicznych ukfadéw opgrygch na cyfrach dziesinych. Te zalety systemu
binarnego przyczynity sido wybrania go za podstawowy system reprezentafgrmaciji we
wspotczesnych komputerach.

10.1. BIT — podstawowa jednostka informacii.

Stowko bit po raz pierwszy pojawito¢sw literaturze informatycznej w roku 1948 w pracach
znanego teoretyka informatyki Claude'a Shannonarykprzyznat,  zapayczyt ten termin od
naukowca Johna Turkey'a (uzeask, iz termin software rowniewymyslit John). Bit powstat w
trakcie drugiegosniadania, gdy John obrélgt zgrabne terminy dla peggia cyfry dwdjkowej
(binary digit): bit - binary digit,  binit - bary digit, bigit - binary digit

Jak wiemy, terminy binit oraz bigit nie przy§ si¢ i pozostato krotkie bit. Zatem bit oznacza po
prostu cyfe binarry O lub 1. C@, trudno o cé bardziej prostego, lecz co nam to daje? W jaki
sposOb przy pomocy bitéw moa kodowad informacg?

Po pierwsze musimy sobieswiadomi, czym tak naprawgd jest informacja. Jest to twor
abstrakcyjny, niematerialny @ nie wierzysz, to odpowiedz, ile vm informacja, jaka jest w
dotyku, jaki ma kolor, jak smakuje?). Przy komumijkanie mamy bezpaednio do czynienia z
informach, lecz z symbolami, ktérymetinformack przypisujemy. Dla przykiadu wieny jezyk
polski. Stowo "samolot" jest tylko ggiem odpowiednio ze salpofaczonych dwickow, ktorym
nadalimy okre&lone znaczenie. Rowniepismo to zbiér znakdéw, linii, ktére odpowiednio
odczytujemy (interpretujemy przypisam informacg).

Zatem informacja zawarta jest w symbolach - kojargyinformacg z odpowiednimi symbolami
takimi jak stowa, pismo, gesty, znaki umowne (wg@riie Shannona z informagjmamy do
czynienia zawsze wtedy, gdy wggtije przeptyw energii od nadawcy do odbiorcy - jestlefinicja
najbardziej ogolna). Wynika gt wniosek, & do przekazywania informacji potrzebujemy symboli -
nosnikdw informacji. Takim symbolem nie by¢ bit.

Bit przyjmuje dwie postacie, ktore (réwmieumownie) oznaczamy odpowiednio ceyf® i 1.
Wyobrazmy sobie, = cyfra 0 jest jednym symbolem, a cyfra 1 drugim (bazeczywistéci tak
jest). Posiadamy zatem dwa symbole, ktorynzenoy nada dowolne, paadane znaczenie. Jeden
bit pozwoli nam przekazanformacg o dwdch ranych zdarzeniach.
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10.2. Kod binarny.

Jeden bit to za malo, aby efektywnie kodévisformacg. Na szczscie maemy sobie w
prosty sposéb poradziaczac bity w grupy. Grup taka traktujemy jak jeden symbol zony.
J&li stowo binarne zteone jest z jednego bitu, to tma z niego zbudowaylko dwa symbole O i
1. Dwa bity dag nam ju cztery réne symbole : 00, 01, 10i 11.
Dalej trzy bity pozwalaj utworzy¢ 8 ré&znych symboli, a 4 bity 16 symboli.
Zauwamy, ze zwkkszenie dlugéci stowa bitowego o jeden bit podwaja liezinazliwych do
utworzenia symboli. Mzemy zatem napisa

Liczba Liczba Potega
bitow symboli liczby 2
1 2 2
2 |a Va
3 I8 2>
4 |16 Z
5 |32 2
6 |64 2
7 |128 J
8 [256 b4
16 |65536 *
32 (4294967296 %3
n |2n 2

stowka binarne o takiej ikzi bitow, aby utworzy z nich paadam liczbe symboli. W ten sposob
powstaje kod binarny. Teraz wystarczy otrzymanymlsyiom binarnym nadaznaczenia i ja
maozemy ich uywaé w ten sam sposob, co stogzyka polskiego.

Uwaga :
* n bitéw tworzy 2n rénych symboli binarnych.

» do utworzenia n symboli binarnych, gdzie n > 1ypelbne jest co najmniej
[log2(n - 1) + 1] bitéw

Strona 129 z 185



10.3Zastosowanie kodéw binarnych.
10.3.1. Kodowanie grafiki.
Zatozmy, iz chcemy zakodowabinarnie obrazek pokazany péej: Jest on zkony z

réznokolorowych punktow, ktére nazywamy pikselami ¢zyka ang. picture element - element
obrazu, punkt).

Od razu zauweamy,ze punkty g tylko w czterech kolorach. Ukltadamy taklikodows koloréw, w
ktérej kazdemu kolorowi punktu przypogdkujemy jeden symbol dwubitowy:

- 00
-01
-10
-11

Powigzalismy w ten sposob informagcg reprezentacymi ja symbolami. Teraz wystarczyzuylko
kazdy piksel zasipi¢ symbolem dwubitowym. W tej postaci obrazekzmdy przechowywany w
pamkci komputera, przesytany przez sieci teleinformatycoraz przetwarzany.

0000000000000000
0000111111110000
0011111111110000
0000111111111100
0000001111000000
0000000010000000
0000000010000000
ook {oxioxNoxNoxifoxifox} 0101010101010101

Zwroémy uwag na mad czytelng¢ dla ludzi informacji zapisanej w systemie binarnym

Szczegolnie, jdi wszystkie bity zapiszemy w jednymagiu:
000000000000000000001111111100000011111111110000000111111000000001111000000000000001000000000000010101
Nalezy jednak pantta¢ o tym, iz system ten jest przeznaczony dla maszyn, ktéraude, Si¢ i nie

meCza.
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10.3.2. Kodowanie znakoéw.

Zaprojektujemy kod binarny przeznaczony do kodoaanatych liter alfabetu tagskiego.
W tym przypadku wiadontciami keda literki. W alfabecie tadiskim jest ich 26:
abcdefghijkimnopqgrstuvwxyz. Kaa literka musi by kodowana innym symbolem binarnym.
Musimy okréli¢ zatem niezédng liczbe bitdbw tworzcych te symbole. W tym celu
wykorzystujemy podany wcgeiej wzor i otrzymujemy:
[log2(26 - 1) + 1] = [log25 + 1] = [4,64 + 1] = [5,64] = 5 bitow

5 bitow tworzy 32 symbole. Nam potrzebne jest Zem 6 symboli nie zostanie wykorzystanych.
Od przybytku gtowa nie boli. Wae jest, aby symboli nie byto mniejznliczba wiadoméci do
zakodowania. Wicej w niczym nam nie przeszkadza - nawet lepieyzga przyszidci bedzie
mozna do takiego systemu dad@ nowych znakdéw (np. spacja, przecinek, kropka.itp

W nastpnym kroku uktadamy tabejkkodu znakowego, w ktorej kdej literce przydzielamy jeden
symbol binarny. Po tej operacji mma literki przedstawiajako symbole binarne oraz z symboli
binarnych odczytywaliterki. Odwzorowanie jest zatem obustronne.

Binarny kod znakowy
Znak | Kod | Znak | Kod | Znak | Kod | Znak | Kod
a 00000 h 00111 0 01110 v 10101
b 00001 [ 01000 p 0111 w 10110
c 00010 j 01001 q 1000p X 10111
d 00011 k 01010 r 1000]L y 11000
e 00100 I 01011 S 10010 y4 11001
f 00101 m 01100 t 10011
g 00110 n 01101 u 10100

Wykorzystupc tabelk kodowa zamigimy na symbole binarne stowo "wagon™:
w a g 0 n

10110 00000 00110 0111001101

Po pohczeniu bitow w jeden gg otrzymujemy:

1011000000001100111001101

Dla cztowieka zapis ten stajec¢sizupetnie nieczytelny, lecz komputery radgobie z nim
znakomicie - bity to ichzywiot. Sprobujmy teraz dokodaoperaciji odwrotnej, tzn. odczytatowo
zakodowane w bitach, ktére np. otrzyndady za pomog sieci teleinformatycznej z drugiegoraa
swiata: 1001101110010101100001110

Najpierw rozdzielamy otrzymane bity na grupygobitowe: 10011 01110 01010 11000 01110

Dla kazdej grupy bitéw (symbolu binarnego) odszukujemyaleice kodu odpowiednliterke:
10011 01110010101100001110

t o] k y o]
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10.3.Bajt.

Chocia wolno nam tworz§ kody binarne o dowolnej liczbie bitow na symbal,jédnak z
technicznego punktu widzenia wygodnie jest prgyewne ustalone jednostki. Standardowe grupy
bitbw mazna w prosty sposob przechowyiwa pamgciach komputeréw, na 8oikach danych oraz
przesytg za pomog sieci teleinformatycznych.

Bajt (z ang. byte) jest takvtasnie standaryzagj Najczsciej przyjmuje st, iz jest to grupa
8 bitéw. Komorki pamyci komputera przechowajinformacg w postaci bajtow. Réwniewiele
urzadzen przystosowane zostato do danych przekazywanycddkigjtformie (porcjami po 8 bitow)
- np. drukarki, terminale, modemy, dyski elastyckmearde, itp. Dlatego bajt stateskolejm po
bicie jednostl informacji. Bajt utasamiany jest ze znakiem, litgrponiewa uzywa Sk czesto 8
bitowego kodu do reprezentowania znakéw (ASCII -ekican Standard Code for Information
Interchange).

Bajt jest grup 8 bitdbw. Oznaczamy go da literka B w odr&nieniu od bitu - b. 1B pozwala
reprezentowma256 r@nych informacji.

10.4. Mngniki binarne.

W fizyce i technice stosowanea swielokrotngci jednostek podstawowych. Oznaczamy je
odpowiednimi przyrostkami kilo, mega, giga i telPadstaw tych wielokrotndci jest liczba 10:

kilo = 1000 =16

mega= 1000000 =19 = kilo x1000
giga =1000000000 = 20= megax1000
tera = 1000000000000 = 6= gigax1000

W systemie binarnym, ze wzglu na podobigstwo, zastosowano rowrigpodobne mniki,
jednakze podstaw ich jest liczba 2, nie 10, gdyak jest duo wygodniej. Staranogprzy tym, aby
mnaznik binarny byt jak najbliszy odpowiednikowi dzieginemu. | tak otrzymano:

Kilo = 1024 =29

Mega= 1048576 =¥ = Kilo x1024

Giga =1073741824  =*2= Megax1024
Tera = 1099511627776 2= Gigax1024

Dla odr@nienia mnanikow binarnych od dzieginych zapisujemy je du literka. Jednostki
binarne dzielimy na bitowe (podstayest bit) oraz bajtowe (podstayest bajt).

Jednostki binarne

bitowe bajtowe
b bit B bajt
Kb | kilobit | KB | kilobajt
Mb | megabi{ MB | megabaijt
Gb | gigabit| GB | gigabajt
Tb | terabit | TB | terabajt

Strona 132 z 185



Uwaga : Podstaw mnaznikéw binarnych jest liczba 2, a nie 10. &/zamiast 1000 = £0
stosujemy 1024 ='3

Zadanie : Napisaprogram, ktéry dla zadanej liczby bitéw (zmienmd),wygeneruje wszystkie
stowa binarne mdiwe do utworzenia z zadanej §la bitow ( np. dla n= 3, generowane
sa stowa : 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111).

11. Naturalny system dwdjkowy.

11.1. Wart@¢ liczby w naturalnym systemie dwojkowym.

Naturalny system dwéjkowy (ang. NBS - Natural Bin@ystem) jest najprostszym systemem
pozycyjnym, w ktorym podstawa p = 2. System posiee cyfry 0 i 1, zatem mima je kodowa
bezpdrednio jednym bitem informacji. Wadé dziesetna liczby zapisanej w naturalnym kodzie
binarnym dana jest wzorem (patrz : systemy pozyyjn
Br-1Bn-2...pb1bo = h 12" + 0,272 + L.+ B2 + ;2" + y2°
gdzie :

b - bit, cyfra dwéjkowa 0 lub 1

n - liczba bitbw w zapisie liczby
101011 =2+ 2+ 22+ P =32+ 8+ 2 + 1 = 43,

Jest to znaczne uproszczenie w stosunku do inrggtradw, gdzie musimy wykonywannazenia
cyfr przez wagi pozycji. Tutaj albo dana waga wpsie w wartdci liczby (cyfra 1), albo nie
wystepuje (cyfra 0). Nie na darmo system binarny jefpnustszym systemem pozycyjnym.
11.2. Zakres liczby binarnej.

Zakres n bitowej liczby w naturalnym kodzie dwéjkowwynosi 7, = <0, 2' - 1>

Przyktad : Jak najwiecksz liczbe dzieseétng mazna przedstawi przy pomocy 64 bitéw?

Odp. 2*- 1 = 18446744073709551616 - 1 = 18446744073700H51

11.3. Schemat Hornera dla liczb binarnych.

Schemat Hornera pozwala obliéayartas¢ liczby binarnej przy minimalnej ikei operacji
arytmetycznych. W systemie binarnym schemat terbgslzo prosty:

Wegjcie: ciag cyfr binarnych

Wyijscie: W - warta¢ liczby reprezentowanej przezgicyfr binarnych

krok 1: W := pierwsza cyfra

krok 2: dopoki g kolejne cyfry wykonujemy operac)V := 2xW + kolejna cyfra

Operacg mnazenia 2xW mazemy zastpi¢ dodawaniem W + W. Dodawanie komputer wykonuje o
wiele szybciej od mnenia.
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Przyktad :Obliczy schematem Hornera wasi®liczby binarnej 1110101111

cyfral: W=1

cyfral: W=(1+1)+1=3

cyfral: W=(3+3)+1=7

cyfraO: W=(7+7)+0=14
cyfral: W=(14+14)+1=29
cyfra0: W=(29 +29) + 0 =58
cyfral: W=(58+58) +1=117
cyfral: W= (117 +117) + 1 =235
cyfral: W = (235 + 235) + 1 =471
cyfral: W= (471 +471) + 1 =943
cyfra 0: W = (943 + 943) + 0 = 1886
cyfra 1: W = (1886 + 1886) + 1 = 3773 - koniec

11.4. Przeliczanie liczb dzigsnych na binarne.

Kolejne od kaca cyfry binarne zapisu liczby w systemie dwéjkowgtrzymamy jako reszty z
dzielenia tej liczby przez 2.

Algorytm wyznaczania cyfr zapisu dwojkowego liczby

Wejscie: W - wartd¢ liczby

Wyjscie: chg cyfr binarnych reprezentijych w systemie dwojkowym waddW

krok 1: kolejna cyfra :=W mod 2; W :=W div 2

krok 2: Jéli W > 0, wr& do kroku 1

krok 3: Wyprowad otrzymane cyfry (reszty z dzielenia) w kolejnoodwrotnej do ich
otrzymania

krok 4: Koniec

Przyktad : przeliczy na system dwojkowy liczb826421).
582642 div 2 291321 ireszta 0
291321 div 2 =145660 i reszta 1

145660 div 2 =72830 ireszta O
72830 div2 = 36415 iresztaO
36415div2 = 18207 iresztal
18207 div2 = 9103 iresztal
9103 div2= 4551 iresztal
4551 div2= 2275 iresztal
2275div2= 1137 iresztal
1137 div2= 568 ireszta 1l
568 div 2 = 284 i reszta O
284 div 2 = 142 ireszta O
142 div 2 = 71 ireszta O
71div2= 35 iresztal
35div2 = 17 ireszta 1
17 div 2 = 8 iresztal
8div2= 4 ireszta 0
4div2= 2 ireszta O
2div2= 1 ireszta 0
ldiv2-= 0 i reszta 1 - koniec, wynik odczytujem kierunku z dotu do géry
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58264%210)=100011100011111100%p

Zadanie : Korzystaf ze schematu Hornera nagigaogram, ktory przeliczy dowolnyag zer i
jedynek (liczle w systemie binarnym) na liczlw systemie dziesinym. Program nie
moze przyjmowa innych znakéw i 0 i 1.

Zadanie : Korzystag ze schematu Hornera nagigarogram, ktory przeliczy dowolny g cyfr
od 0 do 9 |liczbg¢ naturalng w systemie dziesinym) na liczle w systemie
dwojkowym. Program nie ni@ przyjmowa innych znakéw i 0, 1, ... 9.

11.5. Dwojkowy system statoprzecinkowy.

11.5.1. Wartéé¢ dwojkowej liczby statoprzecinkowej.

Metock obliczania wartéci liczb statoprzecinkowych opisainy doktadnie w jednym z
wczesniejszych rozdziatow. Po przecinku wagi pozyajkelejnymi ujemnymi patgami podstawy,
zatem:
Wartcs¢ dziesetna statoprzecinkowej liczby binarnej wynosi wolbego :
b1...bo1bo, babo. b = 02" + L+ B2+ 1620 + 02t + 2% + L+ B2
gdzie:

b - bit, cyfra dwojkowa 0 lub 1

n - liczba bitow catkowitych

m - liczba bitow utamkowych

Przyktad : Obliczy wartas¢ statoprzecinkowej liczby dwojkowej 110101,1139H11
Sposob 1.

Obliczamy warté¢ czesci catkowitej sumujc wagi pozycji zawieragych cyfre 1:
110101 =32 + 16 + 4 + 1 = 5

Identycznie obliczamy war§é czesci utamkoweyj:

0,11101%y = Yo + Ya+ Y + Yo+ Yoa = 3¥ea + loa + %oa + oa + oa = *lea
taczymy obie cgsci w cala¢ otrzymupc wynik:

110101,111013 = 53°%¢,

Sposob 2.

Wartas¢ czesci catkowitej obliczamy jak powaej. Czs¢ utamkows traktujemy chwilowo jak liczé
catkowita, obliczamy jej wartéc i wynik mnazymy przez wag ostatniej pozycji liczby wégiowej:
111013y =32+16+8+2+1=59

Waga ostatniej pozycji wynoS§is, zatem

0,11101%y = 59% Ygs =Ye4
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Laczymy czs$¢ catkowity z czscia utamkows | otrzymujemy:
110101,111011(2) = 53/¢4

Sposob 3.

Traktujemy czs¢ catkowity i cze$¢ utamkows jak jedry liczbe catkowits. Za pomog schematu
Hornera wyznaczamy waso tej liczby, a wynik mngymy przez wag ostatniej pozycji liczby
wejsciowej: 110101,111011(2) =7

W=1

W=(1+1)+1=3

W=@3+3)+0=6

W=(6+6)+1=13

W=(13+13)+0=26

W = (26 + 26) + 1 = 53 - g&¢ catkowita obliczona, kontynuujemy zeszia utamkowy

W =(53+53)+1=107

W = (107 + 107) + 1 = 215

W = (215 + 215) + 1 = 431

W = (431 +431) + 0 =862

W = (862 +862) + 1 =1725

W = (1725 + 1725) + 1 = 3451 - koniecéa utamkowej

Otrzymany wynik mnaymy przez wag ostatniej pozyciji, czyli przeZes:

110101,111011(2).= 3452 Y64 = 53°Y¢4

Zadanie : Korzystac ze schematu Hornera napisaprogram, ktory przeliczy liczb
statoprzecinkow zapisag w systemie dwojkowym na liezlw systemie dziegnym.
Program nie mee przyjmowa innych znakéw ai0, 1, oraz przecinka.

Program Dwa_Staloprzecinkowe _Na_10;
Uses Crt;
Var znak : Char;
L 2 : String;
waga : Longint;
liczba : Extended;
cyfra,
i,code : Integer;
ulamek : Boolean;
Begin
ClrScr;
Writeln;
Writeln (' ;
Writeln (' Program przeliczajacy liczbe w syste dwojkowym?);
Writeln (' staloprzecinkowym na liczbe w systemziesietnym’);
Writeln (' Y
Writeln;
Writeln (' Podaj liczbe w systemie dw”jkowymacisnij ENTER');
Writeln; Write (' );
znak := #0;
L2 ="
Repeat
znak := ReadKey;
If znak in ['0','1",'2','3",'4",'5','6","8",'9",",'] Then
Begin
L 2:=L 2+ znak;
Write (znak);
End
Else Write (#7)
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Until znak = #13;
{ obliczanie wartosci liczby }
Val (L_2[1],liczba,code);
ulamek := False;
waga = 1;
For i:=2 To Length (L_2) do
Begin
If L_2[i] =',' Then ulamek:= True
Else
Begin
Val (L_2Ji],cyfra,code);
liczba := liczba+tliczba+cyfra;
If ulamek=True Then waga := 2*waga,;
End;
End;
liczba := liczba/waga;
Writeln;Writeln;
Writeln (' Wartosc w systemie dziesietnymiczba:18:4);
Writeln (* Nacisnij dowolny klawisz");
Repeat Until KeyPressed;
End.

11.5.2. Zakres binarnych liczb statloprzecinkowych.

Jaka najwicksz liczbe mozna przedstawiza pomog n bitow catkowitych i m bitéw utamkowych,
gdzie n i m g liczbami naturalnymi ?

Liczbe statoprzecinkow mozemy potraktowa jako ztaenie dwoch liczb - catkowitej n-bitowej
oraz utamkowej m-bitowe;.

Cze$¢ catkowita dla n bitow przyjmuje najakisz wartas¢ rowm 2n - 1.

Czes¢ utamkowa kdzie najweksza, gdy wszystkie jej bity ustawione zoatara 1. Dla m bitow
wartas¢ takiej liczby wyniesie (2m - 1) / 2m (zobacz spopsobliczania warti binarnej liczby

statoprzecinkowej, gdzie wa#id czesci utamkowej liczby dwdéjkowej obliczamy jako liczb
catkowita pomnaom przez wag ostatniej pozyciji).

taczymy obie czsci i otrzymujemy: dlan bitéw catkowitych im bitow utamkowych najwiksz,

m_
liczba jest : 2" -1+ 2 -1
2m

11.6. Operacje arytmetyczne na systemie dwojkowym.

Zasady arytmetyki w systemie binarnymmawie identyczne jak w dobrze nam znanym systemie
dziesktnym. Zaley arytmetyki binarnej jest jej prostota, ¢kilczemu mana g tanio realizowa za
pomoa uktaddw elektronicznych.

11.6.1. Dodawanie.
Do wykonywania dodawania niegina jest znajomig tabliczki dodawania, czyli wynikow

sumowania kadej cyfry z kada inna. W systemie binarnym mamy tylko dwie cyfry 0 iZgtem
tabliczka dodawania jest niezwykle prosta i skiadylko z 4 pozyciji:

0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=10
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Przyktad : Zsumowaliczby binarne 11110Q3 oraz 1001,

Sumowane liczby zapisujemy jedna pod drtak, aby w kolejnych kolumnach znalaztyg syfry
stojace na pozycjach o tych samych wagach (identyczmsépujemy w systemie dzieghym
zapisujc liczby w stupkach przed sumowaniem):
1111001
+ 10010
Sumowanie rozpoczynamy od ostatniej kolumny. Sumyjeyfry w kolumnie zgodnie z podan
tabellq zapisugc wynik pod kresk:

1111001
+ 10010
1011

Jeili wynik sumowania jest dwucyfrowy (1 + 1 = 10),god kresk zapisujemy tylko ostataicyfre
0, a 1 przechodzi do napnhej kolumny - dodamyjdo wyniku sumowania cyfr w naginej
kolumnie. Jest to tzw. przeniesienie (ang. cafPyzeniesienie zaznaczifiy na czerwono:
1
1111001

J&li w krétszej liczbie zabrakto cyfr, to dopisujeragra. Pangtajmy o przeniesieniach.
111
1111001

0001011

Dodalismy wszystkie cyfry, ale przeniesienie wii wynosi 1. Zatem dopisujemy je do
otrzymanego wyniku (mi@my potraktowé pust kolumry tak, jakby zawierata cyfry O i do
wyniku sumowania dodgprzeniesienie).

111

01111001

10001011

UWAGA !t

W pamkci komputera liczby binarne przechowywaneaspostaci ustalonej ikzi bitéw (np. 8, 16,
32 bity). Jéli wynik sumowania np. dwoch liczb 8 bitowych jegickszy niz 8 bitdw, to najstarszy
bit (dziewihty bit) zostanie utracony. Sytuacja taka nazywa readmiarem (ang. overflow) i
wystepuje zawsze, gdy wynik operacji arytmetycznej yeiskszy niz gorny zakres danego formatu
liczb binarnych (np. dla 8 bitéw wynik wkszy od 2 - 1, czyli wikszy od 255):

1111111%, + 0000000%) = 1/0000000@) (255 + 1 =0)

Przy nadmiarze otrzymany wynik jest zawszegdhy, dlatego naley bardzo doktadnie analizowa
problem obliczeniowy i ustdli typy danych zgodnie z przewidywanym zakresem weirto
otrzymywanych wynikow. Zwykle kompilatorgykoéw programowania posiadappcg wtaczenia
sprawdzania zakresow wynikdw operacji arytmetychnya liczbach catkowitych (w Borland
Pascalu jest to opcja menu Options - > Compilery akienku opcji zaznaczamy Overflow
checking). Opgj t¢ wikaczamy w fazie testowania programu. Natomiast w \ggto produkcie
nalezy ja wytaczy¢, poniewa wydtuza czas wykonywania operacji arytmetycznych.
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11.6.2. Odejmowanie.

Przy odejmowaniu korzystamy z tabliczki odejmowarkibra w systemie binarnym jest bardzo
prosta:

i pazyczka do nagpnej pozycji

PP, OO
1 1 1

ROPFrOoO
I nu

OrrFrOo

Odejmupc 0 - 1 otrzymujemy wynik 1 i piyczke (ang. borrow) do naghnej pozycji. Payczka
oznacza konieczié odjecia 1 od wyniku odejmowania cyfr w naghej kolumnie. Identycznie
postpujemy w systemie dziegnym, tyleze tam jest to o wiele bardziej skomplikowane.

W naturalnym kodzie binarnym nie ma liczb ujemnyelec od liczb wekszych odejmujemy
mniejsze (poniej zostanie pokazange mazna otrzymywa liczby ujemne).

Przyktad : Wykonaodejmowanie w systemie binarnym 1103310115y

Obie liczby umieszczamy jedna pod dgugk, aby ich cyfry znalazty sw kolumnach o tych
samych wagach:
1101110
- 1111
Odejmowanie rozpoczynamy od cyfr ostatniej kolumtyniki zapisujemy pod kregk W tym
przyktadzie odjcie ostatnich cyfr O - 1 daje wynik 1 orazzgozke do nastpnej kolumny.
Pazyczki zaznaczamy kolorem czerwonym.

1
1101110
- 1111
1

Odjecie cyfr w drugiej od kaca kolumnie daje wynik 1 - 1 = 0. Od tego wynikusimay odpé
pozyczke O - 1 = 1 i payczka do nagpnej kolumny.

11
1101110
- 1111

11

Wedtug tych zasad kontynuujemy odejmowanie cyfrozgstatych kolumnach. Pagtajmy o
pozyczkach! Jéli w krotszej liczbie zabraknie cyfr, to memy kolumny wypetd zerami:

11111
1101110
-0001111
1011111

110111Qy - 111%,) = 101111%)  (11Quo) - 1510) = 9710)-
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UWAGA : Przy odejmowaniu réwnie maze dochodzi do nieprawidtowych sytuacji. dé od
liczby mniejszej odejmiemy mniejgzto wynik kedzie ujemny. Jednak w naturalnym systemie
binarnym nie ména zapisywéa liczb ujemnych. Zobaczmy zatem ce sitanie, gdy od liczby O
odejmiemy 1, a wynik ograniczymy do 8 bitow:
11111111
00000000
- 00000001
11111111

Otrzymujemy same jedynki, a pgczka nigdy nie zanika. Sytuacja taka nazywansgdomiarem
(ang. underflow) i wysfpuje zawsze, gdy wynik operacji arytmetycznej jasiiejszy od dolnego
zakresu formatu liczb binarnych (dla naturalnegawkawdéjkowego wynik mniejszy od zera).
Oczywiicie otrzymany rezultat jestdainy.

11.6.3. Mndenie
Mnozenie binarne naky rozpoca¢ od tabliczki mnaenia.

0x0:=0
0x1:=0
1x0=0
1x1:=1

Tabliczka mnaenia binarnego (podobnie jak w systemie dztegm) postiy do tworzenia
iloczynow czsciowych cyfr mnanej przez cyfry mninika. lloczyny te nagpnie dodajemy
wedtug zasad opisanych pe@j i otrzymujemy wynik mngenia.

Przyktad : Pomngy¢ binarnie liczlg 1101, przez 101g,.

Obie liczby umieszczamy jedna pod diuigk, aby ich cyfry znalazty siw kolumnach o tych
samych wagach:
1101
X 1011

Kazda cyfre mnaznej mnaymy przez poszczegolne cyfry mimika zapisyjc wyniki mnaoen w
odpowiednich kolumnach - tak samo ppsfemy w systemie dzieghym, a tutaj jest nawet
prosciej, gdy: wynik mnazenia cyfry przez cyfr jest zawsze jednocyfrowy:

1101
X 1011
1101
1101
0000
1101
Zwro¢ uwag, iz wynikiem mnaenia mnanej przez cyfe mnaznika jest powtdrzenie muaoej z
przesungciem o pozygj cyfry (cyfra mnanika 1) lub same zera (cyfra mmoka 0). Spostrzesnie
to bardzo utatwia konstrukgpktadéw mnaacych.
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Puste kolumny uzupetniamy zerami i dodajemy doisieszystkie cyfry w kolumnach (wiersz z
samymi zerami — kolor niebieski, zostat pomty) . Uwaga na przeniesienia !

1101
X 1011
0001101
0011010
+1101000
10001111

UWAGA : Z uwagi na ustalone formaty danych binarnych w gotarach (8, 16 i 32 bity)
mnazenie roOwnie maze daw& niepoprawne rezultaty, gdy wynikedizie wickszy od gornego
zakresu liczb dla danego formatu, czyli od max =2, gdzie n - liczba bitéw w danym formacie.

11.6.4. Dzielenie.

Dzielenie binarne jest najbardziej skomplikowaroperacy arytmetycza z dotychczas
opisywanych. Wym§lono wiele algorytméw efektywnego dzielenia, alea dpotrzeb tego
opracowania wystarczy znany wam algorytm szkolrgrykpolega na cyklicznym odejmowaniu
odpowiednio przesugiego dzielnika od dzielnej. W systemie dwojkowynstjeéo szczegolnie
proste, poniewadzielnika nie musimy mrayc¢.

Przyktad : Podzielimy liczb1101y) przez 1@y (1310): 2(10)-

Przesuwamy w lewo dzielnik,zazrbwna st jego najstarszy, niezerowy bit z najstarszym,
niezerowym bitem dzielnej. Nad dzielrnysujemy kreseczk(kolor czerwony):

1101 - dzielna
10 - przesunrity dzielnik

Poréwnujemy dzielp z dzielnikiem. Jdi dzielna jest wtksza lub rowna dzielnikowi, to
odejmujemy od niej dzielnik. Ponad krgska pozycji ostatniej cyfry dzielnika piszemy 1slJe
dzielna jest mniejsza od dzielnika, to nie wykomueodejmowania, lecz przesuwamy dzielnik o 1
pozycg w prawo i powtarzamy opisane operacjesliJe ogole dzielnika nie da siodja¢ od
dzielnej (np. przy dzieleniu 7 przez 9), to wynikiglenia wynosi 0, a dzielna ma w takim
przypadku wartét reszty z dzielenia. W naszym przyktadzie odejmaeém jest maliwe, zatem:

1 - pierwsza cyfra wyniku dzielenia
1101 -dzielna
-10 - przesunity dzielnik

0101 -wynik odejmowania dzielnika od dzielnej

Dzielnik przesuwamy o jeden bit w prawo i probujetego samego z otrzymamoznica. Jeli
odejmowanie jest niwe, to nad kresk w nasgpnej kolumnie dopisujemy 1, odejmujemy
dzielnik od ré&nicy, przesuwamy go o 1 bit w prawo i kontynuujerdgli odejmowanie nie jest
mozliwe, to dopisujemy nad kresl0, przesuwamy dzielnik o 1 bit w prawo i kontyremyy.
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110 - wynik dzielenia

1101 - dzielna
-10 - przesunity dzielnik

0101 - dzielna po pierwszym odejmowaniu przestego dzielnika
- 10 - przesungty dzielnik

0001 - dzielna po drugim odejmowaniu przesgego dzielnika
- 10 - dzielnik na swoim miejscu, odejmowanie niethee

0001 - reszta z dzielenia

Operacje te wykonujemy dmt, & dzielnik osiagnie swoj pierwotry wartas¢. Pozostata dzielna
jest reszt z dzielenia. Oczywcie w tym momencie memy dalej kontynuowaodejmowanie wg
opisanych zasad otrzymagj kolejne cyfry utamkowe - identycznie pegstjemy w systemie
dziesetnym. Jednake pozostawimy ten problem do rozgania bardziej ambitnym czytelnikom.

W naszym przyktadzie otrzymaéty wynik dzielenia réwny:

1101y : 1Q2) = 11Qy i reszt 1oy (6u10)i Loy
Jest to wynik poprawny, gdy2 miesci sie w 13 szé&¢ razy i pozostaje reszta 1.

11.7. Szybkie pegowanie liczb.

Binarna reprezentacja liczb naturalnych jest podstala szybkich metod obliczania
wartasci pokgi X", gdzie n jest liczip naturalm, za& x dowolm liczba rzeczywisi. Metody te
znajdup zastosowanie w algorytmach kryptograficznych, arith s obliczane wartsci potg o
bardzo daych wyktadnikach.

Poshzymy sk najpierw przyktadem. Przygémy, ze chcemy obliczy wartdi¢ pokgi x%2.
Proste wymngenie podstawy przez siebié®x x- X -... x to 21 mnaen. Ale skorzystajmy
z binarnej reprezentacji wyktadnika pot Mozna go przedstawijako sung potg liczby 2:
22=2+4+16=2+2+
wtedy nasza poga przyjmuje posta:
X22 2+4+16 X2 X

i mozna p obliczy wielokrotnie, podnosg do kwadratu podstawx i mnazac przez siebie
odpowiednie czynniki. W naszym przypadku obliczamy:
x*= 082 ¥ = (4% X% = (&% i mnazymy przez siebiex*x*°. W sumie wykonujemy 6 maen.

Sposob 2.

Korzystapc z przedstawienia wyktadnika w reprezentacji mepa22 = (1011Q)w postaci
schematu Hornera, wyktadnik iea zapisé :

22=122+022+ 122+ 12"+ 02°= (((2 + 0}2 +1)-2 + 1)-2 + 0, a s{d otrzymujemy:

X ((2+0).2+1),2+1)2+0 _ =X (2 +0).2+1),2 +1),2 = (X (2+0).2+1).2+ 12 — (X ((2+0),2+1).2 X)2 —

— (X ((2+O)2+1) 2 X) - (X((2+O),2 X)2 X)2 — (X((2+O))2 X)2 X)2 — (X2)2 X)2 X)2

Korzystajc z tego zapisu, peie x*> obliczamy wykonujc kolejno nasfpujace mnaenia :

X2, X=08?%, xX=x'x, =002, x=x%, x¥*=(?. W sumie réwnie
tez 6 mnaen.

Obie metody korzystajz binarnego rozwircia wyktadnika, ale rinia sig tym, ze w
pierwszym przypadku to rozwiggie jest przegidane od najmniej znagzego bitu (moéwimy o
metodzie od prawej do lewej), a w drugim -od najlzaej znaczcego (czyli metogl od lewej do
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prawej). Poniewa reprezentacja binarna liczby naturalnej jest twoez od najmniej znagzego
bitu, podamy teraz algorytm obliczania wadiopotkgi, ktory wykonuje paigowanie, rozktadap
wyktadnik na postabinarn.

Specyfikacja problemu algorytmicznego.
Dane wejciowe :
m - wyktadnik pot¢gi mCI N ,

X - dowolna liczba podnoszona do gt

Dane wyjciowe :
y - wartg¢ potegi X"

Zmienne pomocnicze :
z,L - zmienne pomocnicze

Lista krokow

Krok 1 : y=1,L:=m;z:=Xx;

Krok 2 : Jali Lmod 2 =1 { czy jest to liczba nieparzysta}y :=y * z;
Krok 3: L:= L div 2;

Krok 4 : JéliL<>0 toz:=z*ziprzejddo kroku 2

Krok 5 : Wypisz y i zakfacz algorytm

12. Kodowanie liczb binarnych ze znakiem.

W poprzednich rozdziatach zostat oméwiony naturaggtem binarny NBC (ang. Natural
Binary Code). Jest on niezmiernie ang dla informatyka, poniewastanowi punkt wyjcia
wiekszaici innych systemow zapisu liczb. JedaaNBC pozwala zapisywaylko liczby dodatnie
oraz liczlg zero. Na pierwszy rzut oka mua zapis&a w nim take liczby ujemne — dopiggrzed
liczba znak minus, na przyktad: -1@jl= -5,0).

Ale tak ma@na zrobé jedynie na papierze. Liczby binarne mudzy¢ umieszczane w
pamkci komputera, a tam mieszcsie tylko bity, czyli symbole 0 lub 1Zaden bit nie przyjmuje
stanu -'. Mamy wic problem. A problem ten sprowadza slo wymylenia takiego sposobu
kodowania, aby za pomabitow mazna byto zapisywawartaci ujemne. Sposobdéw wynsipno
kilka i opiszemy je doktadnie w kolejnych podrozatach.

O ile system NBC byt swobodny co do&to bitbw w zapisie liczby, to systemy kodowania
liczb ze znakiem posiadgjcisle ustalone formaty, tzn. #6 bitbw w zapisie liczby jest okékna
na state (8b, 16b, 32b, 64b itd.). Jest to koniecponiewa zwykle najstarszy bit posiada inne
znaczenie od pozostatych bitow liczby (nazywany ¢gesczsto bitem znaku - ang. sign bit).
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12.1. Zapis ,,znak-modut”.

Koncepcyjnie zapis znak - modut (w skrécie ZM - argM Signed Magnitude) jest
najbardziej zbliony do systemu zapisu liczlhywanego przez nas samych. Liczba ZM sktadasi
dwoch czsci - bitu znaku oraz bitow waroi liczby (modutu):

bn—l bn-Z bn-3 bz b1 b0
b1 - bit znaku liczby
bn-2 ... by - bity modutu liczby

Dla liczb dodatnich i zera bit znaku ma waé®, dla liczb ujemnych i zera ma waitdl. Format
zapisu ZM musi b§ scisle ustalony, aby wiadomo byto, ktory bit jest bitemaku - w operacjach
arytmetycznych bit znaku musimy traktoiriaaczej nk inne bity.

12.1.1. Wart&¢ dziesgtna liczby w zapisie ZM.

Modut liczby ZM jest zapisany w naturalnym kodzierGlkowym NBC, zatem w celu
obliczenia jej wartéci modut mnaymy przez 1, gdy bit znaku wynosi 0 lub przez dy it znaku
wynosi 1. Wzér jest nagbujacy: Lzv = (-1 2"2“x modut liczby

Rozpisujc poszczegolne bity otrzymujemy:
br-1bn-z...oob1bg = (-1) P % (00272 + ... + B2% + b2t + b2°)
gdzie
b - bit, cyfra dwdjkowa 0 lub 1
n - liczba bitow w zapisie liczby

W tabelce obok przedstawiono wszystkieziivee do
DR Utworzenia liczby w 4-ro bitowym kodzie ZM. Zwf@iwag,
LA IS NGRS i wartas¢ 0 posada dwa stowa kodowe: 0000 oraz 1000. W

4 bitowy system ZM

0000 (-1)°x0 0 | obu przypadkach warté modutu wynosi O.
0001 (-1)°x(29) 1 Liczby ujemne uzyskujemy przez ustawienie bitu znaf 1.
0010 (-1)° x (24 2 Zatem :

0011 | (-1)°x(2'+2) 3 30y = 001%zmy ,

0100 (-1)° x (29 4 -30) = 1011zw).

0101 | (-1)°x(2°+2) 5

0110 (-1)°x (2% + 2Y 6

0111 |(-1)°x(2*+2'+2)| 7

1000 (-1)!'x0 0

1001 1)t x (2% (-1)

1010 (-1) x (29 (-2)

1011 | (-1)'x(2'+2) (-3)

1100 1)t x (23 (-4)

1101 | (-1)'x 22+ ) (-5
1110 | (-1)'x(2*+2Y (-6)
1111 (1) x 22+ 22+ )| (-7)

Strona 144 z 185



Przyktad : Obliczy wartas¢ dziesgtng liczby 1011011Ew).

Pierwszy bit zapisu ZM jest bitem znaku. Wa&étdl informuje nas, 7 jest to liczba ujemna.
Pozostate bity twokg wartas¢ liczby. Modut jest zapisany w naturalnym systerdigdjkowym,
zatem:

1011011%wm = (-1)' x (25 + 24 + 22 + 21 + 20)

1011011%m =- (32 + 16 + 4 + 2 + 1)

1011011%wm) = - 5810)

Kod ,znak-modut’ nie ma zbyt wielkiego zastosowanigraktyce i dlatego niegdziemy s¢ nim
dalej zajmowaé. Zostat on omowiony tylko ze waglu na jego podobistwo do zapisu liczb w
systemie dziestnym. Warto tu jednak wspomiieze w ,ZM” istnieje maliwos$¢ zapisu liczb
statoprzecinkowych. Wadkodu ZM jest dua modyfikacja regut arytmetyki NBC.

Przyktad : Wyznacz zapis ZM liczby dztsj -3,75. Format ZM jest 8-mio bitowy. Modut aa
cztery cyfry utamkowe.

Liczba -3,75 jest ujemna, zatem bit znaku wynosi 1.

Modut liczby jest rowny 3,75.

Wyznaczamy dwojkowy zapis modutu: 3a6p= 11,1%,) (patrz : rozdziat 11.5.1)

W podanym formacie ZM modut jest 7-mio bitowy z i bitami utamkowymi. Otrzymany
zapis dwoéjkowy musimy zatem odpowiednio uzupebitami o wartdci 0, aby byt zgodny z
formatem: 11,11 = 011,1100

5. Do tak otrzymanego modutu dodajemy bit znaku otnzjye1 -3,7510) = 1011,110Qw).

PowbdPE

12.2. Zapis uzupetnkdo 1 — U1l (1C - One's Complement)

Drugim podejciem do rozwiazania problemu liczb ze znakiem jest system uzugelto 1
zwany systemem U1l (ang. 1C - One's Complement)ystémie tym wszystkie bity zapisu liczby
posiadag swoje wagi (w ZM bit znaku nie posiadat wagi). dtajszy bit jest bitem znaku i ma
wag; rowm (-2n-1+1), gdzie n oznacza dtobitow w zapisie liczby. Pozostate bity posiadajagi
takie jak w naturalnym systemie dwojkowym (patrazdziat 11).

Wartosci wag pozycji w zapisie Ul
waga 2"y | 2v2 | 208 Ve 2! 2
cyfra bn -1 bn -2 bn -3 bz b]_ bo

Bit znaku przyjmuje wartg O dla liczb dodatnich, a dla liczb ujemnych wééta (poniewa tylko
waga tej pozycji jest ujemna, to jest to jedynyssgna otrzymanie waga ujemnej).

Wartci¢ liczby U1 obliczamy zgodnie z podanymi weéaeej zasadami - cyfry mrmgymy przez
wagi pozycji, na ktorych siznajduj i dodajemy otrzymane iloczyny:

Drc1bn-2bn-a..-bebibo (u1) = bra(-27 1) + g2 + 152" + L+ 027 + b2 + 2
gdzie
b - bit, cyfra dwdjkowa 0 lub 1
n - liczba bitow w zapisie liczby
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4 bitowy system U1 Poniewa w systemach binarnych cyfry przyjmauiylko dwie
Kod U1 Przeliczenie Wartos¢| wartasci O lub 1, mana rachunek znacznie ugot sumuac
0000 | 0 0 jedynie te wagi, dla ktorych cyfra zapisu liczby martas¢ 1.
0001 | 2 1 | W tabelce obok przedstawiliy wszystkie maliwve do
0010 | 2 2 utworzenia liczby w 4-ro bitowym kodzie Ul. Zwrdwag,
0011 | 3+ 2 3 iz wartaéd¢ 0 posada dwa stowa kodowe: 0000 oraz 1111.
Wynika to bezpérednio ze wzoru obliczania wasm liczby
0100 | 2 4 | Ul. Jdli wszystkie cyfry maj wartagi¢ 0, to zadna waga
0101 | 2+ 2 5 pozycji nie uczestniczy w wadoi liczby i wartg¢ ta jest
0110 | Z+2 6 |rownal. o _ _ _
Z kolei jesli bit znaku jest rowny 1, to jego waga wlicza si
0111 | 2+2°+2 7 | do wartdci liczby. Waga bitu znakowego jest réwna"(-2
1000 | (-2 + 1) (-7) | *+1). Dla 4 bitowego kodu n=4, zatem waga bitu zmaigo
1001 | (B+1)+ 2 6) | wynosi:
( 7 ) 3 (©) waga B = (-23+1) =-7
1010 | (Z+ 1) + (5 | Jeli pozostate bity liczby g ustawione na 1, to ich wagi
1011 | (2+1)+ 2+ 2 (-4) | sumup sie do wartdci 7. Jgli teraz dodamy wag bitu
1100 | (B+1)+ 2 (-3) znakowego i wagi pozostatych bitéw, otrzymamy w&rio.
1101 | (-2+1)+ 2+ 2 (-2)
1110 | (-Z2+1)+ 2+ 2 (-1)
1111 | (2+ 1)+ Z+2'+2| 0

Druga charakterystyczncechy kodu Ul g liczby przeciwne. Zwré uwag;, iz liczba przeciwna
zawsze powstaje w kodzie Ul przez negaggzystkich bitow:

L(10)= 000%uy) (-1)a0) = 111Quy)
S10) = 010%uy) (-5)10) = 101Quy)
7(10)= 0114 (-7)10) = 100Quz)

Zasada ta obowzuje dla kodéw U1l o dowolnej diugm.

12.2.1. Przeliczanie liczb dziesiych na zapis U1.

J&li liczba jest dodatnia, to najstarszy bit znakopgsiada wart@ 0. Pozostate bity shd do
zapisu liczby w naturalnym kodzie binarnym:
Oll](u]_) 7(10), OOOlUl) = 1(10), 0111111&)1) = 127(10)

Jeli liczba jest ujemna, to najstarszy bit znakowy weatas¢ 1. Pozostate bityssnegacjami bitow
modutu wartdci liczby:

110%u1) = (-2)10) » modut 210)= 01Q2) - NOT 010 = 101

110Quz1) = (-8)10) — modut 310y= 0113 —» NOT 011 = 100

101QU1) ( 5)(10) - modut 510) 10](2) - NOT 101 =010

Wynika std prosta metoda przeliczania liczby dzsesej na zapis U1.
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Sposob 1 wyznaczania zapisu U1 dla liczby deiesj

1) J€li liczba jest dodatnia, znajdujemy jej reprezejgaw naturalnym kodzie binarnym
I uzupetniamy bitami o warfoi 0 do uzyskania zadanej liczby bitbw wymaganeepr
przyjety format zapisu U1.

2) Jsli liczba jest ujemna, obliczamy jej modut. Modukpdstawiamy w naturalnym systemie
dwojkowym uzupetniajc go bitami o wartéci 0 do diugdci przyjetego formatu U1L.
Nastpnie wszystkie bity zamieniamy na przeciwne i w Wyrotrzymujemy zapis U1.

Przyktad : WyznaczyB-mio bitowy zapis U1l liczby dziesiej 76.

Liczba 76 jest dodatnia, zatem wyznaczamy jej zapmaturalnym systemie dwojkowym:
76010y = 100110@)
Otrzyman liczbe dwojkowa uzupetniamy bitami o wargoi O do dtugdci formatu otrzymujc:
76010y = 0100110Q)1).

Przykiad : Wyznaczy8-mio bitowy zapis U1 liczby dzietsiej (-113).

Liczba (-113) jest ujemna. Jej modut wynosi 113.2Wgczamy zapis dwojkowy modutu:
11310y = 111000%,

Otrzymany zapis uzupetniamy bitami 0 do digd bitow. Nastpnie negujemy wszystkie bity i
otrzymujemy w ten sposob zapis U1 liczby -113:
-11310)= NOT 01110001 = 1000111).

Sposob 2 wyznaczania zapisu U1 dla liczby deiesj

1) J&li liczba jest dodatnia, znajdujemy jej reprezepgae naturalnym kodzie binarnym i
uzupetniamy bitami o wargoi 0 do uzyskania zadanej liczby bitbw wymaganeepr
przyjety format zapisu U1.

2) Jeli liczba jest ujemna, wyznaczamy war®n - 1 + liczba, gdzie n oznacza lieZbitow
w przyjetym formacie Ul. Wart® t¢ kodujemy w naturalnym systemie dwojkowym i
otrzymujemy kod U1 liczby wygiowe;.

Przykfad : Wyznaczy8-mio bitowy zapis U1 liczby dziesiej (-113).
Obliczamy:
2%-1-113=256-1-113 =142
Otrzymany wynik kodujemy w systemie dwoéjkowym izyimujemy kod U1 liczby -113:
14240)= 1000111@), czyli (-113)10)= 1000111Q)1)
Przykfad : Wyznaczyl6 bitowy zapis U1l liczby dziesiej (-4521).
Obliczamy:
2'°.1-4521 = 65536 - 1 - 4521 = 61014

Otrzymany wynik kodujemy w systemie dwéjkowym izyimujemy kod U1 liczby -45:

61014'9 = 1110111001010119, czyli (-4521%*” = 11101110010101166.

Zakres n bitowej liczby w kodzie U1 wynosi &)= (-2 +1, 2™ - 1)
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12.2.2. Staloprzecinkowy zapis U1.

Kod U1l mae rownie reprezentow@liczby utamkowe, j&i dokonamy rozszerzenia cyfr na
pozycje utamkowe. W przypadku liczb dodatnich (gdgycja znakowa zawiera cgf®) stosujemy
poznane zasady wyznaczania wggtdiczby.

Przykiad : 0111,1101(U1) =22+21+20+2-1+224=4+2+ 1+ 1/2+1/4+1/16 = 713/16

Jednak przy liczbach ujemnych musimy wprowédizbbra modyfikacg w stosunku do liczb
catkowitych. Kod uzupetniedo 1 ma tak wlasnag¢, iz wyraz kodowy zbudowany z samych
jedynek jest zawsze réwny 0:

111..111,111...111 =0
n bitow m bitow
catkowitych utamkowych

Wynika z tego,4 suma wszystkich wag liczby musi sprowaglgi do 0. Zatem waga bitu
znakowego spetnia rownanie: Wagakowa u1= -(Ma%zci catkowitej + M zesci utamkowe)

Zaldézmy, iz nasz format U1l zbudowany jest z n bitow catkowityen bitow utamkowych
MaXezesci catkowitej = 21

MaXezesci utamkowej = (Zn ) 1) /2m

Stad : Waganakowa ui= -(2"- 1 + (2" %) / 2m)

gdy m = 0, wzér redukujesto podanego wczriej wzoru -2 + 1 dla liczb catkowitych.

Przykfad :

1011,1014) — n =4 — m = 4, zatem waga znakowa jest rownd -2 + (Z - 1) / 2) = -7/s.
1011,101 %) = -7"%16 + 3 + 11/16 = -4

12.2.3. Dodawanie w Ul

Liczby Ul dodajemy zgodnie z poznanymi zasadamiad@chia dwojkowego. Jednak
jesli wystepuje przeniesienie poza bit znaku, to do wynikenatod& 1, aby otrzymé poprawny
rezultat dodawania.

Przyktad :

W podanych poriej trzech przyktadach przeniesienie poza bit znakuwystpuje, zatem wyniki
operacji dodawania nie wymagdajorekty i & poprawne.

2+(-1)=1 14+(-1) = -2 (3)+7=4
1 1 11
0011 0011 1011
+0010 + 1010 + 0011
0101 1101 1110
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W ponizszych przyktadach obserwujemy sytuagdy pojawia s przeniesienie poza bit znakowy
(zapisalsmy je w kolorze niebieskim). W takim przypadku wirjest o 1 za maly i wymaga
korekty. Poniewa przeniesienie fatwo wykty a ukiady zwgkszapce liczly binarp 0 1 ¢
nieskomplikowane, dodawanie w kodzie U1 jest dgewsto realizowalne spgtowo.

111 111 11

0010 1110 1100
+ 1110 + 1110 + 0111
00O00O 1100 0011
+ 0001 + 0001 + 0001
0001 1101 0100

W przypadku dodawania liczb statoprzecinkowych piegienie poza bit znaku dodawane jest do
najmtodszej cyfry wyniku.

2%16+ (-°he) =2
111
0010,0011
+1111,1100
0001, 1111
+ 0000, 000O01
0010,0000

12.2.4.0dejmowanie w U1.

Odejmowanie realizujemy za pompododawania liczby przeciwnej. Liczlprzeciwn tworzymy w
kodzie Ul neguic wszystkie bity zapisu liczby.

5-6 5+(-6)
operacg 5 - 6 1

0 1 0 1 zastpujemy operagj 0101

- 0110 5+ (-6) + 1001

1110

UWAGA : Przy dodawaniu dwoch liczb Ul e wystpi¢ nadmiar (niedomiar), gdy wynik
dodawania nie miei si¢ w ustalonej formatem ikzi bitow. Nadmiar (niedomiar) wygbuje tylko
w przypadku dodawania liczb tego samego znaku.nZatajprostsz metody wykrycia nadmiaru
(niedomiaru) jest sprawdzenie znaku wynikusliJenak wyniku operacji réni sig od znaku
argumentow, to wyspit nadmiar (niedomiar).
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12.3. Zapis uzupetnredo 2 — U2 (2C - Two's Complement )

System zapisu U1l przedstawiony w poprzednim rotelzienczliwiat w prosty sposéb
kodowanie liczb ujemnych. Jedrak wykonywanie operacji arytmetycznych wiciwymaga
dodatkowych zalzen - przy dodawaniu do wyniku nal@o dod& przeniesienie poza bit znaku,
aby otrzyma poprawny wynik.

Okazuje s, iz drobna modyfikacja systemu U1l pozwala ogite wady. W tym celu zmieniamy
wag; bitu znakowego z (2 + 1) na (-21), gdzie n oznacza 6 bitéw w formacie kodu. Wagi
stap si¢ teraz jednorodne - bit znakowy posiada yapgmnm, lecz o wartéci bezwzgtdnej takiej
samej jak w naturalnym kodzie dwdéjkowym. Nowy kamshnazw uzupetni@ do podstawy 2 lub
w skrécie U2 (ang. 2C - Two's Complement).

Kod U2 jest powszechnie stosowany we wszystkizlgjach programowania do kodowania liczb
catkowitych ze znakiem. Reguty arytmetyki NBC zaghoe g bez zmian

Wartosci wag pozycji w zapisie U2
waga -2mt 2"? 273 . 2° 2! 2°
cyfra bn—l bn_z bn_3 ....... b2 b]_ bo

Liczba jest dodatnia, gdy bit znaku ma waféd - suma pozostatych wag tworzy zawsze fczb
dodatnig lub zero. Jgli bit znaku przyjmie wart&é¢ 1, to liczba jest ujemna.

Wartas¢ liczby U2 obliczamy zgodnie z podanymi w rozdzidleezbowe systemy pozycyjne”
zasadami - cyfry mniymy przez wagi pozycji, na ktorychestnajduj i dodajemy otrzymane
iloczyny. Waga bitu znakowego jest ujemna.

Dn-10n-20n-3...020100 (U2) = bra(-2"") + bno2™? + bpa2™® + .. + 2% + b2 + b2’
gdzie
b - bit, cyfra dwojkowa O lub 1
n - liczba bitéw w zapisie liczby

Poniewa w systemach binarnych cyfry przyjmuylko dwie wartdci O lub 1, ma@na rachunek
znacznie uprei¢ sumujc jedynie te wagi, dla ktorych cyfra zapisu liczbg warté¢ 1.
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4 bitowy system U2 W tabelce obok zostaly zebrane wszystkie

Kod U2 Przeliczenie Warto$€ | mozliwe do utworzenia 4-ro bitowe liczby w
0000 |0 0 zapisie U2. Nalgy zauwayé, ze Ww
ooor |2 1 przeciwigistwie do poprzednio opisanych
0010 |2 2 systeméw ZM i U1 w tym systemie wastoO
0011 |[2+2 3 ma tylko jedm reprezentagj 0000, a liczb
0100 |7Z 4 ujemnych jest o 1 wtej niz dodatnich (-8 .. -1,
o101 |[Z+2 5 1..7).
0110 |[Z+2 6 Najstarszy bit okrda znak liczby. J&i jest
0111 |[Z+22+ 72 7 rowny 0, liczba jest dodatnia i reszrzapisu
1000 | (-2) (-8) mozemy potraktowé jak liczbe w naturalnym
1001 [ (B)+2 (-7) kodzie dwojkowym.
1010 | (-2)+2 (-6)
1011 [ (D) +2'+ 2 (-5)
1100 | (-2)+2 (-4)
1101 [ (2)+Z2+2 (-3)
1110 |[(-2)+2+2 (-2)
1111 [ (D) + 2+ 2"+ P (-1)

Przyktad :

011010132 =64 + 32 + 8+ 2 + 1 = 104,

Jeli bit znaku ustawiony jest na 1, to liczba ma w&rtujemny. Bit znaku ma wag(-2""), gdzie n
oznacza liczb bitow w wybranym formacie U2. Reszta bitow jestykty liczba w naturalnym
kodzie dwojkowym. Wag bitu znakowego i warté pozostatych bitbw sumujemy otrzymaj
wartasé liczby U2.

11101013z = (-2)+64+32+8+2+1=-128+107 = (-2d)

Zwroémy uwag, ze posta ujemna liczby U2 nie jest juak czytelna dla nas jak w przypadku
kodow ZM (tylko zmiana bitu znaku) i U1 (negacjazystkich bitow).

12.3.1. Liczba przeciwna do liczby w U2

Sposob 1 otrzymywania liczby przeciwnej do daregly U2.
1. Dokona negacji wszystkich bitéw zapisu liczby U2.
2. Do wyniku doda 1.

Przyktad : Wyznacziczhe przeciwm w kodzie U2 do danej liczby 0110130

Dokonujemy negacji (zmiama wartdci przeciwne) wszystkich bitéw liczby U2:
NOT 01101110 = 10010001
Do wyniku negacji dodajemy 1:

10010001
+ 00000001
10010010

Liczba przeciwr do 01101110y jest 1001001Qy).
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Zwréémy uwag, ze tym sposobem nie daesitrzyma liczby przeciwnej do najmniejszej liczby
ujemnej (bit znaku ustawiony na 1, a wszystkie ptate bity rowne 0). Na przykiad dla 4
bitowego kodu U2 otrzymujemy:

(-8)0) = 100Qu2y — NOT(1000) = 0111~ 0111 + 0001 = 1000, a to jest ta sama liczba
wyjsciowa.

Oczywistym wyj&nieniem tego faktu jest toz hajmniejsza w danym formacie U2 liczba ujemna
nie posiada w tym formacie swojego odpowiednikasponie dodatniej, gdysuma wszystkich
wag dodatnich jest o 1 mniejsza od modutu wagi agmitu znakowego.

Sposob 2 otrzymywania liczby przeciwnej do dareghy U2.

1. Przeg¢ do pierwszego od prawej strony bitu zapisu liczby.

2. Do wyniku przepisakolejne bity 0, a do napotkania bitu o wagai 1, ktéry rownie
przepisa.

3. Wszystkie pozostate bity przepésamieniajc ich wartd¢ na przeciwa.

Przykiad : Znaléc liczbe przeciwm w kodzie U2 do danej liczby
110010001011101011101001010000100QQQ0

Analiz¢ liczby rozpoczynamy ostatniej cyfry zapisu licziBrzesuwamy giw lewa strorg. Do
wyniku przepisujemy wszystkie kolejne bity o wario0, & do napotkania bitu 1.

Liczba U2 110010001011101011101001010@@@MDOA
Liczba przeciwna U2 000000

Napotkany bit 1 rownieprzepisujemy do wyniku bez zmian:

Liczba U2 110010001011101011101001010@2®O00
Liczba przeciwna U2 1000000

Pozostate bity przepisujemy zmien@jch stan na przeciwny. To wszystko.

Liczba U2 1100100010111010111010010100000000
Liczba przeciwna U2 0011011101000101000101101011000004

Réwniez drugi sposéb zawodzi przy wyznaczaniu liczby piaej do najmniejszej liczby ujemnej
w danym formacie U2. Dlatego na wakide nalezy zwrdci szczegola uwag;.

12.3.2. Przeliczanie liczb dziesiych na zapis U2

Dla liczb dodatnich nie ma problemu z przeliczaneenkod U2. Wystarczy znéie reprezentagj
dwoéjkowa danej wartéci liczbowej (patrz : ,Przeliczanie liczb dziesiych na zapis binarny”), a
nastpnie uzupelri ja bitami 0 do dtugéci formatu kodu U2.

Przyktad : Wyznaczy8-mio bitowy kod U2 dla liczby dzieginej 2710).
2700)= 16 + 8 + 2 + 1 =A2* + 1x2° + 0x2%+1x2'+1x2° = 1101 = 0001101y,

W przypadku wartéci ujemnej mamy kilka madiwosci postpowania, ktére opisujemy pomj.
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Sposéb 1 przeliczania ujemnej liczby dzgsej na zapis U2.

Liczba ujemna musi méeustawiony na 1 bit znaku. Zatem nasze zadaniewsglza s do
znalezienia wartei pozostatych bitéw. Bit znaku stoi na pozycji adze (-2, n - ilos¢ bitéw w
formacie U2. Pozostate bity zapisu liczby twprmaturalny od dwdéjkowy. Warfé tego kodu musi
by¢ taka, aby po dodaniu jej do wagi pozycji znakowaizyma wartaé¢ kodowanej liczby.
Zapiszmy to w formie réwnania:

kodowana liczba waga bitu znakowego + waftokodu pozostatych bitow

kodowana liczba (-2 + wartdi¢ kodu pozostatych bitéw
stad :

wartas¢ kodu pozostatych bitéw 2'* + kodowana liczba

Po wyznaczeniu warfoi tego kodu tworzymy jego zapis w systemie dwojiow uzupetniamy w
miarg potrzeby bitem 0 do diugoi formatu U2 - 1 i dodajemy bit znakowy 1. Konwargest
gotowa.

Przykfad : Wyznaczy8-mio bitowy kod U2 dla liczby dziesiej (-45)10).

Wyznaczamy modut wagi pozycji znakowej. Dla n =82"! = 2" = 128
wartas¢ kodu pozostatych bitow = 128 + (-45) = 83 = 1010991
Dodajemy bit znaku rowny 1 i otrzymujemy:

(-45)10) = 110100142,

Sposéb 2 przeliczania ujemnej liczby dzgsej na zapis U2.

1. Wyznaczamy zapis dwojkowy liczby przeciwnej (czytidatniej).

2. Otrzymany kod dwéjkowy uzupetniamy w mgguotrzeb do rozmiaru formatu U2.

3. Wyznaczamy liczb przeciwr, za pomoag jednej z opisanych wcgeiej metod (rozdziat 12.3.1)
Przyktad : Wyznaczy8-mio bitowy kod U2 dla liczby dziesiej (-45)10).

Wyznaczamy kod binarny liczby przeciwnej:#4p= 101103

Kod uzupetniamy dwoma bitami O do wymaganej dkeg8 bitow: 00101101.
Wyznaczamy liczl przeciwr wg drugiej metody: 001011Qsky : 1101001 4,2).
Stad (-45)10) = 1101001 4.

Sposéb 3 przeliczania ujemnej liczby dzgsej na zapis U2.

J&li do liczby 2n (n - ilé¢ bitbw w formacie U2) dodamy przetwarzaliczbe dziesetna, to w
wyniku otrzymamy wart& kodu dwoéjkowego rownowaego bitowo (tzn. o takiej samej postaci)
kodowi U2 przetwarzanej liczby. Wynik dodawania veyszy zapisaw postaci naturalnego kodu
dwojkowego i konwersja jest zakezona.

Przyktad : Wyznaczy8-mio bitowy kod U2 dla liczby dziesiej (-45)10).
2% + (-45) = 256 - 45 = 211 = 11010Q41
Stad (-45)10) = 1101001 2.

Jak widd, jest to metoda najszybsza z opisanych metod.
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12.3.3. Staloprzecinkowy zapis U2

Zapis U2, podobnie jak opisane wéae] zapisy ZM i Ul, mena rozszerzy do zapisu
statoprzecinkowego dodgj bity o wagach utamkowych réwnych kolejnym, ujemmypotgom
podstawy 2. Zasada obliczania wadoliczby statoprzecinkowej U2 w niczym niezré si¢ od
poprzednio opisanych zasad (patrz : rozdziat 11.5).

Przyktad :

01101014 =2+ 2"+ 2 + 2%+ 2 =4+ 2+, + Yg + Y15 =616

1101,00142 = (-2) + 2+ P+ 23+ 2% = (-8) + 4 + 1 +#lg + Y15 = (-8) + 5%15 = -(2"%1¢)

J&li chcemy wyznaczy liczbe przeciwr do danej liczby statoprzecinkowej w kodzie U2, to
stosujc pierwsza z opisanych powsej metod zamiast 1 do zanegowanych bitow dodajecaixl

statoprzecinkow z ustawionym na 1 bitem na najmtodszej pozycji.

Przyktad : Obliczamy liczbprzeciwm do 1101,1004,) = (-2 110)

NOT 1101,1001
0010,0110

+ 0000,00001
0010,0111=24

Wartci¢ dziesetna przeliczamy na zapis statoprzecinkowy U2 wg g@aghcych zasad:

» J&li liczba jest dodatnia, to stosujemy dowplnopisanych wczaiej metod (rozdziat 11.5.1)
w celu wyznaczenia jej reprezentacji binarnej. Vikymusimy jednak uzupeifibitami 0 do
dtugcéci wybranego formatu U2.

Przyktad : Znaléé zapis U2 liczby 3,125. Zapis U2 posiada 4 bitkoualite i 4 bity utamkowe.
3(10) = 11 - czs¢ catkowita
0,12510) = '/g = 0,001 - cze$¢ utamkowa

taczymy obie cgsci w cala¢ i uzupetniamy odpowiednio bitami O do wymadarmatu U2:
3,12510)= 11,003, = 0011,001 ().

« J&li liczba jest ujemna, to jej zapis U2 veany znale¢ na kilka sposob6w. Na przyktad
mozna obliczy zapis binarny liczby przeciwnej do niej (czyli dadiej), uzupetr bitami O,
a nastpnie zamiend otrzymany od U2 na liczbprzeciwra. Jednake proponuj bardzo prost
metod, ktora bezpérednio pozwala wyznacéykod binarny liczby U2. 3 zapis U2 posiada
n cyfr catkowitych, to liczb wyjsciowa sumujemy z wartzia 2". W wyniku otrzymujemy
wartas¢ naturalnego kodu dwaojkowego, ktory bitowo jest nmwazny kodowi U2 przeliczanej
liczby.
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Przykiad : Znalé’ zapis U2 liczby -2,125. Zapis U2 posiada 3 bitkowaite oraz 5 bitow
utamkowych.

Poniewa bitéw catkowitych jest n=3, to liczb-2,125 sumujemy z liczt2® = 8:
8 + (-2,125) = 5,875 = §;

Otrzymana wart@& zamieniamy na liczpw naturalnym kodzie binarnym, po czym uzupetniamy
bitami 0 do specyfikacji formatu U2:

5,87%10)= 101,11} = 101,11100
Otrzymany kod jest statoprzecinkowym kodem U2 licalyjsciowej:

-2,12510)= 101,1110Qyy).

12.3.4. Dodawanie i odejmowanie w U2.

Liczby U2 dodajemy i odejmujemy wedtug poznanychkarhdla naturalnego systemu dwojkowego
(rozdziat 11.6.1). Przeniesienia poza bit znakwigfemy.

Przykifad:
3+3=6 5+(-4)=1 5-4=1 -7-(-6)=-1
0011 0101 0101 1001
+ 0011 + 1100 -0100 -1010
0110 10001 0001 11111

12.3.5. Mndenie w U2.

Mnozenie liczb w kodzie U2 i sig nieco od standardowego nmemia liczb binarnych. Przed
wykonaniem tej operacji arytmetycznej musimy rozsgeznakowo obie mnimne liczby tak, aby
ich dtuga¢ (liczba bitow) wzrosta dwukrotnie @k sa roznej dtugdci, to rozszerzamy znakowo
wzgledem dhiszej liczby). Rozszerzenie znakowe polega na pawielbitu znaku na wszystkie
dodane bity. Np.:

011%u2) = 0000 A1y - rozszerzymy znakowo liczh 4 bitowg do 8 bitowej

101%u2) = 1111 D11y - to samo dla liczby ujemnej.

Rozszerzenie znakowe nie zmienia wgstdiczby w kodzie U2. Po wykonaniu rozszerzenia
znakowego liczby mngymy standardowo.

Przykfad :

-2 =111Q = 1111 111Qyy
3 = 001%uyz) = 0000 00142

(2)x3=-6

11111110
x 000000711
011111110
+ 111111100
1011111010
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Wynik mnazenia mae by liczba o diugdci rownej sumie diugai mnazonych liczb. Dlatego bity
wykraczajce w naszym przyktadzie poza 8 bitdw ignorujemyzd®tate 8 bitdbw okida w kodzie
U2 liczkx -6. Zatem rachunek zgadza.si

12.3.6. Dzielenie w U2.

Najprostszym rozwazaniem jest zapamtanie znakow dzielonych liczb, zamiana ich na lczb
dodatnie, dokonanie dzielenia dla liczb naturalnyimastpnie zmiana znaku wyniku, § znaki
dzielnej i dzielnika rénia sic.

Przyktad : podzielmy 6 przez -3:
6= OllQJz)
-3 = 110%y2) - zmieniamy na 3 = 001
Dzielimy liczbe 0110 przez 0011
10
0110: 0011
- 0110
0000

Otrzymalémy wynik 0010 (liczba 2). Poniewaznaki dzielnej i dzielnikaasrézne, zmieniamy
warta¢ na przeciwg: 1110 i ostatecznie otrzymujemy wynik 11380= (-2).

J&li w trakcie dzielenia otrzymamy regzto musi ona mieten sam znak, co dzielna. Zbierzmy i

podsumujmy reguty okétania znakow wyniku i reszty z dzielenia w pzsrej tabelce. Zawiera
ona stan bitéw znakowych.

Reiu}i znakoéw irzi dzieleniu liczb calkowiﬁch

[l Ll (==}

ROk |O
Ol |k |O

RO |O

13. Pozostate kody binarne.

13.1. Kod BCD.

Istnieje wiele przyktadéw undlzen, w ktorych zastosowanie czystego kodu dwoéjkowegst |
nieekonomiczne z uwagi naagta konieczné¢ przeliczania liczb pomdzy systemami dziegnym

i dwoéjkowym. S to r&nego rodzaju liczniki, kasy sklepowe, kalkulatowyagi itp. Dla nich

opracowano specjalny kod zwany systemem dgiegn kodowanym dwojkowo - BCD (ang.
Binary Coded Decimal).
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Kody cyfr dziesietnych

w systemie BCD Idea kodu jest bardzo prosta - dwojkowo zapisujenigy wartéé liczby

cyfra kod BCD | |ecz jej cyfry dziesitne. Kaxda cyfra dziestna mae by przedstawiona w
0 0000 | postaci wartéci w naturalnym kodzie binarnym. Do tego celu peknze §
1 0001 | 4 bity. Kody poszczegélnych cyfr przedstaitiy w tabelce obok.
2 0010 | Aby odczyta wartas¢ liczby BCD wystarczy podziglijej kod na grupy 4
3 0011 | bitowe. Kada grupe zamieniamy zgodnie z tabelka cyfe dziesitng i
4 0100 | otrzymujemy zapis liczby w systemie dzigaiym:
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

Przyktad :

1000010Qscp) = 1000 0100 = &4,
01010111001@cp) = 0101 0111 0010 = 573,
00110111100010Qdcp) = 0011 0111 1000 1001 = 3789

W odwrotry strore jest rownie prosto - kada cyfre dziesetna zastpujemy 4 bitami z tabelki i
otrzymujemy kod BCD:
7239801%0)= 0111 0010 0011 1001 1000 0000 0001 @y

J&li bity liczby BCD zostan przekonwertowane na system szesnastkowy, to otmgntyfry
szesnastkowe odpowiadajloktadnie cyfrom dziesinym wartdci liczby BCD. Z te] wiasngci
czesto korzystaj programéci zapisugc kod BCD widnie w systemie szesnastkowym.

Kod BCD nie jest kodem efektywnym, poniewanie wykorzystuje wszystkich nabwych
kombinacji bitow w stbwkach kodowych - spraivth w tabelce. Wynika z tego oczywisty wniosek,
iz niektore stowa kodowe nig slozwolone, gdy nie reprezentyjcyfr dziesgtnych:

Przyktad :
11011111101@Qcp) = 1101 1111 1010 = 233

8 bitowa liczba BCD zawiera dwie cyfry dzietsie, zatem mge przyp¢ wartasci z zakresu od 00
do 99, co daje 100 stéw kodowych. Tymczasem 8 bitdazna ze sobp polaczyt na 256 (28)
sposobdéw. Zatem 156 stow kodowych nigltie wykorzystanych przez kod BCD - toeej niz
potowa. Nadmiarowe stowka kodowe #ma wykorzysté do kontroli poprawngci kodu BCD -
jesli otrzymamy zabroniokombinacg bitéw, to od razu wiemyze ca posziozle.

Podchodac do zagadnienia w sposéb formalny, z@my wyprowadzi wzér, ktéry na podstawie
stanu bitow liczby BCD pozwoli nam obliczyej wartg¢ dziesgtna. W tym celu rozwamy wagi
pozycji 12-bitowej liczby BCD: _ _

Waga i-tej pozycji w kodzie BCD ma wagto 10" x 2' ™9 4 Wwobec tego wz6r na wako
n-bitowej liczby BCD jest nagpujacy:

Br1...0iDg = byq x 100 DA p-Dmod 4,y g x 1P x 2+ by x 10 x 2°
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Wz6r do najprostszych nie nalei chyba szybciej znajdziemy wastoliczby grupujc bity i
zamieniajc je na cyfry dziestne.

13.2. Kod Gray'a.

Wyobrazmy sobie, # konstruujemy rami robota. Rang to ma zataczakat 32° (na potrzeby

przyktadu, w rzeczywist@i moze to by dowolny lat). W przegubie ramienia umieszczamy
czujnik, ktéry odczytuje polenie ramienia i przekazujeatk obrotu w postaci 5-bitowego

naturalnego kodu binarnego.

00000 --- 0°
00001 --- 1°
00010 --- 2°
11110 --- 30°
11111 --- 31°

Na pierwszy rzut oka rozezanie to wydaje sicatkiem sensowne. Mamy ragniMamy czujnik
obrotu i mamy kod binarny, za pompktérego czujnik przekazuje informacp potazeniu tega
ramienia. Dane te komputer steiey maze wykorzystywa do kierowania ruchami robota.

A teraz nadchodzi rzeczywisto Bity z czujnika nie zmieniaj sic réwnoczénie - ukitad
pomiarowy ma luzy. Z tego powodu w pewnych sytueltjaog pojawié sic nieprawidtiowe dane z
czujnika. Na przyktad wyob¢any sobie,  ramk obraca si z potazenia 15° do potaenia 16°:

01111(2) --- 15° - stan pogkowy

11110(2) ---31°- stan przédgciowy, bity srodkowe nie zalzyly si¢ jeszcze zmiegi

11010(2) ---26°- stan przégciowy, jeszcze gbity niezmienione

10000(2) --- 16° - stan keowy, ramg¢ oshgneto zadane potzenie

Zwro¢ uwag, iz w podanym przyktadzie §& odczyt danych z czujnika nagi przed ustaleniem
sie stanodw jego bitéw (po zanikggiu luzow w uktadzie pomiarowym), to odczytana w&itma
niewiele wspolnego z rzeczywistym poémiem ramienia robota. slie program sterujcy nie
uwzgkdnia bkdnych odczytow, mee dofé do bardzo dziwnych rzeczy - np. ramgacznie
oscylowa w jedmy i w druga strorg, poniewa komputer steragy sadzi, iz jest ono w innym
potozeniu niz powinno by.

Dlaczego tak si dzieje - po prostu zastosowéhy zty kod. Idealny kod pomiarowy powinien
zmieni& tylko jeden bit przy przechodzeniu do r@stej wartdci - nasz zmienia tu wszystkie bity,
stad jesli zmiana nie nagpi synchronicznie, magpojawi si¢ ktopoty. Taki kod istnieje i nosi
nazwe kodu Gray'a - kolejne wyrazy kodu Gray'anij sie od siebie stanem tylko jednego bitu.

Przy poprzednim kodzie niepewdto odczytu mogta w niekorzystnych warunkach dotyczy
wszystkich bitow stowa kodowego. W przypadku kodayz niepewng ta dotyczy tylko 1 bitu,
gdyz tylko jeden bit zmienia swoj stan przy prizy do nasipnego stowa kodowego. Zatem
przyktad mae wyghdat nastpujaco:

OlOOQGRAy) --- 159 - stan pO(szOW)/

0100Qgray) --- 15° - stan pgedni, bity jeszcze sinie ustality

1100Qcray) --- 16° - stan kacowy

W kodzie Gray'a stowa kodowe o waito15 (01000) i 16 (11000) #dia sie tylko jednym bitem.
Zatem nie dojdzie do dych bkdow odczytu potgenia.
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Tak wigec znajc juz zastosowanie kodu Gray'a (a zastosows bardzo dip), przejdziemy do
sposobu konstrukcji poszczegodlnych wyrazow. Podaii@] metoda tworzy tylko jeden z
mozliwych kodéw Gray'a.

13.2.1. Wyznaczanie i-tego wyrazu n-bitowego koday@.

1. Zapisujemy numer wyrazu kodu Gray'a w naturalnyrdzi® dwojkowym na zadanej liczbie
bitéw. Brakupce bity uzupetniamy bitem 0.

2. Pod spodem wypisujemy ten sam numer przesynv prawo o 1 bit. Najmniej znagey bit
odrzucamy. Na poatku dopisujemy bit o wartai O.

3. Nad odpowiadacymi sobie bitami wykonujemy operadpgiczra XOR. Wynik jest wyrazem
w kodzie Gray'a.

Przypominamze operacja XOR to suma symetryczna. Jest to ogedagjargumentowa.

a b aXOR Db
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Zuwazmy, ze wynikiem sumy symetrycznej jest 1 tylko wtedyy gtbktadnie jeden z argumentow
ma wartd¢ 1 i 0 w przeciwnym przypadku.

Przyktad :

Kod dwojkowy 1011 -> 1011 XOR 0101 = 1110 Kod Gaay
Kod dwojkowy 1111 -> 1111 XOR 0111 = 1000 Kod Gaay

Przeksztatcenie kodu dwdjkowego w kod Gray'a jestyd proste. ROwnie mato skomplikowana
jest operacja odwrotna. Przeliczenia dokonujemy iljap najstarszy bit kodu Gray'a do
najstarszego bitu kodu binarnego. Pozostate bitgyotamy wykonuic operagg XOR na i-tym
bicie kodu Gray'a i (i+1)-bicie wyrazu binarnegdalprzyktadu przeliczmy stowo w kodzie Gray'a
1110 na odpowiadage mu stowo dwdjkowe:

Przeliczanie kodu Gray'a na naturalny kod dwéjkowy

Operacja Opis
11 1 O Przepisujemy najstarszy bit z kodu Gray'a do niagséego bitu stowse
1 ? ? 2dwojkowego. Bity te w obu kodach mdg sana wartasc.

=4

111 0| Otrzymany bit umieszczamy na pozycji przestejiw prawo o
XOR 1 .|jedno miejsce i wykonujemy operacfOR z bitem kodu Gray'a. W
10 ? ?|ten sposéb otrzymujemy kolejne bity kodu dwéjkowedbtym

przypadku dostajemy bit o wato 0.
1 11 0|ldentyczm operac wykonujemy z poprzednio otrzymanym bitem o
XOR 0 .|wartcdsci O otrzymujc bit kodu dwéjkowego o warfoi 1.
1017
1 1 10|Ostatnia operacja daje w wyniku stowo binarne 1&idre
XOR 1| postwyto do utworzenia stowa kodu Gray'a o wacial110.
1011
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13.2.2.Rekurencyjny algorytm tworzenia wyrazow kddray'a.

Kod Gray'a jest kodem kombinatorycznym. Poszczegpbzycije bitdw nie posiadajistalonych
wag, jak w przypadku opisanych poprzednio kodévabigch. Wyrazy mazna tworzy
rekurencyjnie z wyrazéw juwczeniej utworzonych wg nagpujacego schematu:

Definiujemy dziatania na obiektackiywanych przez algorytm:

» Jsli L jest lista wyrazéw binarnych, to L jest ligstych wyrazéw wzitych w odwrotnej
kolejnasci.
Na przyktad
L ={00,01,11,10}
L ={10,11,01,00} - kolejné¢ odwrotna

* b+L jest now lista utworzom przez dadczenie bitu b na poatek wszystkich wyrazow
listy L.
Na przyktad
L ={00,01,11,10} - lista wyrazow 2-bitowych
0+L ={000,001,011,010} - lista wyrazow 3-bitowych
1+L ={100,101,111,110} - lista wyrazow 3-bitowych

e L, 0L, jestlish powstah przez zhczenie tych dwdch list.
Na przyktad
L, ={000,001,011,010} - lista 4-elementowa
L, ={100,101,111,110} - lista 4-elementowa
L, O L, ={000,001,011,010,100,101,111,110} - lista 8-eteowa

Nowa lista wyrazéw n-bitowego kodu Gray'a powstagewzoru rekurencyjnego:
Dlan>0

Je&slin =1, to Leray(1) = {0,1} w przeciwnym przypadku

Lerav(n) =0 + Leravy(n-1) 0 1 + Lerav(n-1)

Przykiad : utworzymy 4-bitowy kod Gray'a wg opsjanetody rekurencyjne;j.

Rozpoczynamy od n=1. Dla tego przypadku metodazwliste bezpdredna:
LGRAy(l) = {0,1}

Teraz tworzymy list wyrazéw kodu Gray'a dla n=2 wykorzysfajliste utworzory dla n=1.
Wyrazy tej listy zaznaczyiny kolorem czerwonym.

Loray(2) = 0 + Lerav(l) O 1 + Lerav(1)

0+ LGRAy(l) = {00,01}

1+ 6rav(1) = {11,10}

Lerav(2) ={00,01}0 {11,10}

LGRAy(Z) = {00,01,11,10}

Wyznaczamy list 3-bitowego kodu Gray'a na podstawie listy 2-bitgavé&odu:
Lerav(3) =0 + Lerav(2) O 1 + Lerav(2)

0 + Leray(2) = {000,001,011,010}

1 + Lgrav(2) ={110,111,101,100}

Lerav(3) ={000,001,011,010F {110,111,101,100}

Lerav(3) ={000,001,011,010,110,111,101,100}

Podobnie pogpujemy dla listy 4-bitowego kodu Gray'a:

Lerav(4) = 0 + Lerav(3) O 1 + Lerav(3)

0 + Lsray(3) ={0000,0001,0011,0010,0110,0111,0101,0100}

1 + Lerav(3) ={110011014,1111,1110,10101011,1001,100C%
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Leray(4) ={0000,0001,0011,0010,0110,0111,0101,01000}
{1100,1101,1111,1110,1010,1011,1001,1000}

Lerav(4) =

{0000,0001,0011,0010,0110,0112,0101,0100,1100,1101,1110,1010,1011,1001,1000}

Przyktadowy program.

{ Generowanie wszystkich wyrazow kodu Graya }
{ 0 zadanej liczbie bitow }

{ }

{ (C)2005 mgr Jerzy Walaszek }

{ I Liceum Ogolnoksztalcace }

{ im. K. Brodzinskiego w Tarnowie }

{ }

program KodGraya,;
Uses Crt;

{ W tablicy WyrazyGraya tworzone beda kolejne }
{ wyrazy kodowe. Tablica ta musi posiadac tyle }
{ elementow, ile jest wszystkich wyrazow kodu. }

var
WyrazyGraya : array[0..30000] of word;

{ Funkcja oblicza potege liczby 2 }
{ }
function Pot2(n : Longint) : Longint;
var
p : Longint;
begin
p:=1
while n > 0 do
begin
p=p+p
n:=n-1;
end;
Pot2 :=p;
end;

{ Rekurencyjna procedura generacji wyrazow koduy@ra
{ -}
procedure Gray(n : Longint);
var
i,p : Longint;
begin
if n =1 then
begin
WyrazyGrayal0] := 0;
WyrazyGraya[l] := 1;
end
else
begin
Gray(n - 1); { wyznaczamy poprzednie wyrazy }
p = Pot2(n - 1);
fori:=p top+p-1do
WyrazyGraya][i] := p + WyrazyGraya[p + p -1}
end;
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end;

{ Procedura wyswietlajaca zawartosc tablicy Wyramya }

{ —-)
procedure Pisz(n : Longint);
var

i,j,kg : Longint;

s  :string;
begin

fori:=0to Pot2(n) - 1 do

begin

s ="

kg := WyrazyGraya[il;

forj:=1tondo

begin
s :=char(48 + kg mod 2) + s;
kg := kg div 2;

end;

writeln(s);

end,;
end;

Var
n : Longint;

begin
ClrScr;
writeIn('Generacja kodu Gray"a');
writeln('---------------=----- %
writeln(*(C)2005 J.Walaszek");
writeIn(* | LO w Tarnowie');
writeln;
write('lle bitow (1..16) ? );
readin(n);
writeln;
if not(n in [1..16]) then
writeln('Niepoprawna liczba bitow n!")
else
begin

Gray(n); Pisz(n);

end,;
Writeln;Writeln;
Writeln (" Nacisnij dowolny klawisz");
Repeat Until KeyPressed;

End.
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14. Szyfrowanie danych.

14.1. Steganografia

Terminem steganografia okte sk ukrywanie przekazywanych wiadokon Pierwsze
wzmianki na ten temat znajdujemy w historii zmagaicdzy Grecj a Perggi w V w. p.n.e.,
opisanych przez stawnego historyka Sigtoosci, Herodota. Przybierata onazre formy, np.
wiadoma¢ zapisywano na cienkim jedwabiu, robiono z niegdk&u po oblaniu jej woskiem
goniec j potykat. Inmg forma steganografii jest stosowanie sympatycznego ammametekst nim
zapisany znika, ale pojawiasia 0g6t po podgrzaniu papieru.

Steganografia ma podstawgwadc: - przechwycenie wiadondoi jest rownoznaczne z jej
ujawnieniem. Od pojawieniagstacznaci droga bezprzewodow za pomog fal radiowych zacga
mie¢ marginalne znaczenie w systemaatzhaici. Obecnie czasem égwa dziki mozliwosciom
miniaturyzacji maliwe jest ukrycie nawet znacznej wiadofop dodatkowo wcz@iej za-
szyfrowanej, np. w... kropce, umieszczonej .w inrigiicie.

14.2. Kryptografia

Terminem kryptografia ok&a sk utajnianie znaczenia wiadodw. W praktyce, dla
zwickszenia bezpiecastwa stosuje gisteganogradii kryptografi jednoczénie, czyli ukrywa si
przesyfanie utajnionych wiadorm.

Szyfr, to ustalony sposob utajniania (czyli szyfemia) znaczenia wiadorim. Wiadomdac,
ktora utajniamy okrda sk mianem tekstu jawnego, a jego zaszyfroawamersg - kryptogramem.
Metody ukrywania znaczenia tekstu polegap zastpieniu go innym tekstem, z ktérego trudno
domysle¢ sie znaczenia tekstu oryginalnego. k@ to zrobt na dwa sposoby: przestawiajtylko
znaki albo zagpujac je innymi znakami. Ten pierwszy sposOb nazywasgyfrowaniem przez
przestawianie (jest to tzw. szyfr przestawieniowy)ten drugi - przez podstawianie (jest to tzw.
szyfr podstawieniowy).

tamaniem szyfréw, czyli odczytywaniem utajnionychiadomdaci bez znajomgci
wszystkich elementow sposobu szyfrowania, zajmuje kryptoanaliza. Kryptografia i
kryptoanaliza to dwa gtéwne dziaty kryptologii, k&o utajnionej komunikaciji.

Szyfrowanie danych znanezjbyto od stareytnosci. To wianie std pochodzi jedna z
najstarszych metod zwana szyfrem Cezara. Polegaa@igm,ze kazdy znak tekstu jawnego jest
przesuwany o trzy pozycje w prawo. Innym przyktadésgo rodzaju algorytmu jest prosty
programik dostarczany wraz z systemem UNIX - ROTR&ni si¢ on jedynie tymze przesuricie
jest rowne 13, a nie 3. Daje tpdogodnd¢, ze ten sam program me szyfrowa i odszyfrowywa
dara wiadoma¢ - alfabet ma 26 znakow, wd po dwukrotnej rotacji dostaniemy tekst pgknpwy.
Metoda taka nafey do kategorii prostych szyfrow podstawieniowycfest tatwa do ztamania -
szyfry podstawieniowe nie zmiemawtasciwosci statystycznych wygpowania danego znaku.
Oznacza toze badajc czstotliwosé wyskpowania danego znaku wzyku, m@emy z daym
prawdopodobigstwem go odtworzy,

Troche lepsze wyniki przedstawijhomofoniczne szyfry podstawieniowe, ktére jednemu
znakowi tekstu jawnego przypadkowuj kilka znakow. Te byty jg uzywane w 1401r. przez
ksiccia Mantui. Koleja modyfikach wprowadzoa do szyfrbw podstawieniowych byto
wykorzystanie kilku alfabetow. Zmiana alfabetu z@owvystpowa np. wraz z pozyej znaku w
szyfrowanym tekcie. Algorytm taki zostat wprowadzony przez LeonattBe w 1568r. Byt on
rowniez wykorzystywany przez armi Konfederatow podczas wojny domowej] w USA.
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Sposobem na utrudnienie analizgsintliwosci jest szyfrowanie poprzez podstawianie blokoerlit
okreslonej dlugdci zamiast pojedynczych liter. Zausyeny wowczas zmniejszenie dysproporcji w
zakresie cgstotliwosci wyskpowania poszczegolnych konfiguracji liter w bloktakim szyfrem
jest np. Playfair, wprowadzony w 1854r. i stosowamyez Brytyjczykdw w czasie | wojny
Swiatowej.

Oprocz szyfrow podstawieniowych znamy z historivniez szyfry przestawieniowe - to takie, w
ktorych wszystkie znaki tekstu jawnego pojawiaje w tekicie zaszyfrowanym, lecz w innegj
kolejncici. Algorytm tego rodzaju o nazwie "ADFGVX" byt stowany przez Niemcow podczas Il
wojny swiatowej. Mimo swojej ztaonasci zostat on ztamany przez francuskiego kryptoayiei
George'a Painvina.

Poniewa szyfry przestawienioweasuciazliwe w stosowaniu, w latach dwudziestych naszego
stulecia skonstruowano wiele maszyn, ktére mialyut@matyzowa proces szyfrowania.
Najbardziej znammaszyn tego typu jest Enigma, ktéra byta stosowana pNiemcoéw podczas Il
wojny swiatowej. Szyfr Enigmy zostat ztamany jeszcze padcavojny przez trzech polskich
matematykow: Mariana Rejewskiego, Henryka ZygalpkieJerzego Rgyckiego.

Wspbiczénie w kryptografii stosuje sidwa rodzaje systeméw szyfrowych. Pierwszy nosi
nazwe kryptografii klucza tajnego (private key cryptoghy) lub te kryptografii symetrycznej
(symmetric cryptography). W systemie tego typu dgfrewania i deszyfrowania wiadorfm
wykorzystywany jest ten sam klucz. Oczywista stgewi¢c potrzeba utrzymania tego klucza w
scistej tajemnicy. W odniesieniu doodowiska sieci komputerowych tego typu wymagaréga s
sig das¢ uciazliwe. Na korzyé kryptografii klucza symetrycznego przemawia jedrsaiybkaé
dziatania zastosowanych tu algorytméw, ktére byigjgktowane specjalnie pod tymatkm oraz
duzej liczby maliwych kluczy. Pierwszym rozpowszechnionym na skergkak systemem klucza
tajnego jesDES (Data Encryption Standard). Zostat on opracowamzgpfirme IBM w latach 70-
tych na bazie algorytmu Lucifer Horsta Feistela. M¥77 Narodowe Biuro Standardow USA
(ANSI) zaakceptowato ten algorytm jako standardfremyania danych nie utajnionych przez
agencje rzdowe. W dwadziia lat p&niej szyfr ten zostat ztamany. State $0 dla klucza 52-
bitowego dajcego w sumie ponad 72 kwadryliony kombinacji (wggplistow aby mowi o
bezpieczastwie, trzeba tywat kluczy o dtugdci 128 bitdéw, a najlepiej 1024 bitéw). Rocke Verser
- programista z Loveland w Kolorado, ktory nadzoabwrace nad tamaniem szyfru w grupie
nazwanej DESCHALL - iyt najprostszej z mdiwych metod - ataku sitowego - tzn. przetestowat
kazdy mazliwy klucz. Grupa miata dio szczscia, poniewa na rozwazanie udato im si natraft
po pokonaniu ok. 25 procent tlovych kombinacji (atak ten trwat od lutego 97 dloch 97).

Inne powszechniezywane algorytmy kryptografii klucza symetrycznego t

 DESX - prosta modyfikacja algorytmu DES

* Blowfish - algorytm wynaleziony przez Bruce'a Sdeng Wykorzystywano go
wielokrotnie w rénych aplikacjach. Nie as znane zadne ataki przeciwko niemu.
Blowfish jest wywany w wielu popularnych programach kryptografipzm np.
Nautilius i PGPfone

« IDEA (International Data Encryption Algorithm) - m@rowany w Zurychu przez
Jamesa L. Masseya i Xuejie Lai i opublikowany w @98ku. IDEA wywa 128-
bitowego klucza i uwzany jest za algorytm mocny (tzn. dotychczas nienaziay).
Wykorzystywany jest m.in. przez program PGP do remyania danych oraz
wiadomaci przesytanych pocztelektronicza. Jego publiczne wykorzystanie zostato
powaznie ograniczone ze wzglu na uzyskanie mekilku patentow.

» SAFER - algorytm rozwirty przez J.L. Masseya (jednego z wspoitworcow IDEA)
Twierdzi skt ze zapewnia bezpieczne szyfrowanie przyéiieszybkiej implementacii
nawet na 8 bitowych procesorach. Rpste g dwie odmiany, jedna dla kluczy 64
bitowych, a druga dla 128 bitowych.
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* RC2 (Rivers Cipher 2) - opracowany przez Ronaldeefa. Stanowit tajemnic
handlowy firmy RSA Data Security do 1996 roku, kiedy to tabsujawniony w
anonimowym lcie przestanym do jednej z grup dyskusyjnych. Aypor ten jest
mocny, jednak istnieje grupa kluczy mniej odpornyeh ztamanie. Dogpny jest w
réznych wersjach umaiwiajacych stosowanie klucza o diugbod 1 do 2048 bitow.

e RC4 (Rivers Cipher 4) - opracowany przez Ronaldeefa. Podobnie jak RC2,
stanowit tajemni¢ do czasu ujawnienia w 1994 roku w anonimowyuidi przestanym
do jednej z grup dyskusyjnych. Jest rownadgorytmem mocnym, unibwiajacym
stosowanie klucza o dtuga od 1 do 2048 bitow.

e Skipjack - algorytm zaproponowany przez NIST dgtku w szyfrupcych uktadach
elektronicznych Clipper i Capstone. Uklady te wygoso jednak w mechanizm
umazliwiajacy odpowiednim skbom rozkodowanie informaciji, teoretycznie po
uzyskaniu zezwoleniaadowego.

Drugi z kolei system, o wiele bardziej praktycznyazywany jest kryptosystemem klucza
publicznego (public key cryptography) Ilub ztekryptografa asymetrycza (asymmetric
cryptography). W przeciwisstwie do metody klucza tajnego komuniag se strony uywaja dwu
réznych kluczy - jednego do zaszyfrowania przesytkig¢k publiczny lub jawny), drugiego do jej
rozkodowania (klucz tajny lub prywatny). Kiedy ktohce zaszyfrowaswop przesytk stosuje
klucz publiczny adresata. W takim przypadku wiadénadszyfrowg moze drugi klucz z pary -
klucz tajny znany jedynie wdaiwemu odbiorcy przesyiki.
Najbardziej znanymi algorytmami klucza publicznego
* RSA (nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwiskoedw) - opracowany przez
Ronalda Rivesta, Adi Shamira i Leonarda Adelmanaunaversytecie MIT. Sita
algorytmu bazuje na zoncsci problemu rozktadu diych liczb naturalnych na
czynniki pierwsze. RSA jest opatentowany w USA liZystapcy z tego systemu musz
wnoskt) optaty licencyjne. Nie dotyczy to jednak rynkur@pejskiego, gdy algorytm
zostat opublikowany przed jego opatentowaniem w USRewatpliwie algorytm ten
jest najbardziej rozpowszechniony, jedndcee jest uznawany za najbardziej odporny
na ataki sitowe.
* El Gamal - bazuje na skomplikowanych obliczeniaadalytméw dyskretnych.
« Diffie-Hellman (nazwa pochodzi od nazwisk autoréw)pracowany przez Whitfielda
Diffie i Martina Hellmana. Algorytm nie me by bezpdrednio stosowany do
szyfrowania danych. Pozwala raczej na wyznaczemiezanadawei odbiore; jednego,
tajnego klucza do szyfrowania bez koniecmmavczeniejszej wymiany jakichkolwiek
poufnych informacji. Tak wyznaczony klucz v by pdzniej wykorzystany do
szyfrowania danych przy pomocy ktérégoalgorytméw systemu klucza tajnego.

Wigksza¢ z wymienionych powke] metod szyfrowania znajduje zastosowaniezywiu
codziennym. Przykiadem me by technologia SSL (Secure Sockets Layer), opracovpanez
Netscape Communications. SSL utinwia szyfrowanie i1 uwierzytelnianie przekazywanych
informacji oraz ustalanie prawdziwejzgamdci komunikupcych se¢ serwerow i przegdarek
WWW. Wersja 3 specyfikacji SSL przewiduje stosoveaaigorytméw szyfrowania: DES, IDEA,
RC2 i RC4, algorytmy RSA i DSS do tworzenia podpisdyfrowych, natomiast w procesie
negocjacji kluczy szyfrowania - stosowanie algonytiiffego-Hellmana. Zabezpieczenie przez
SSL strony dokumentu hipertekstowego posiaddmienny format adresu URL: "https://".
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14.3. Szyfrowanie przez przestawianie.

Przestawienie liter w tékie wiadomgci jest jednym z najprostszych sposobow zmiany
znaczenia wiadonggi. Przestawiajc litery w stowie maemy otrzyma inne stowo, zwane jego
anagramem. A zatem taki sposob szyfrowaniastiego tekstu jest uogolnieniem anagramgli de
danym tekcie ma@zemy dowolnie przestawtditery, to otrzymujemy olbrzymiliczbe mazliwych
kryptogramow.

OgoIny wzor na ilé¢ kombinacji stowa n-literowego wynosi n! . Najszgbsobecnie
komputery § w stanie wykona w ciagu sekundy okoto 0 operacji tak wic aby odczyta
kryptogram, kdacy anagramem tekstu jawnego, raleby wzia¢ pod uwag wszystkie maliwe
przestawienia liter co zajmie ddsgtugi okres czasu. Bez pewnych regut przestawibgiizie to
szyfr tak samo trudny dla osoby przechwytej kryptogram, jak i dla odbiorcy zaszyfrowanej
wiadomdaci.

Szyfr ten jest zaliczany do szyfrow prostych (tosstion cipher). Polega on na
przestawianiu kolejnych liter lub par liter w okienym schemacie. Zasadakiego szyfru jest to ,
ze zawsze pierwsza litera pozostaje nie zmieniona .

Przykftad :

tekst jawny : AleksanderKwasniewski

umowa : zamianiamy miejscami litery znajaltg s¢ obok siebie
tekst tajny : AelsknaedKrawnseiswik

Mozemy zamienié takze grupy liter powiedzmy pary , albo zamienhraiejscami ostatniliterg z
pierwsz i tak dalej - dowoln& tego systemu kodowania jest bardzaalu

Przyktad :

tekst jawny : AleksanderKwasniewski

umowa : zamieniamy miescami pary liter znagdajse obok siebie
tekst tajny : AksledeanwarKiesnkiws

Cwiczenie : Poniszy kryptogram zostat otrzymany za pompzestawienia kalych dwoch
kolejnych liter w tefcie jawnym poczynag¢ od drugiej litery (zaniedbano o@ply miedzy
stowami).

WAHITILEKODNIBGSEITNSTOIHGN
Odczytaj tekst jawny

Specyfikacja algorytmu.

Dane wejciowe :

szyfr - taacuch znakdéw zawiergpy zaszyfrowany tekst

pozycja - pozycja w f&cuchu, od ktorej zaczynamy przestaiigery, pozycjal N, pozycja >1
ilosc - ilosc przestawionych naraz znakow , ilashl, ilosc > 1

Dane wyjciowe :
tekst - tacuch znakdéw zawiergly rozszyfrowany tekst
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Dane pomocnicze :

wycinek 1,

wycinek_2 - lancuch znakowe do przechowywania gmgkow
i - zmienna licznikowa

Lista krokow :

Krok 1 : Podaj szyfr; Podaj pozycja; Podaj ilosc;
Krok 2 : Jesli pozycja > 1 Then tekst := Copy (sdypozycja-1);
Krok 3 : i:=0;
Krok 4 : Wykonuj kroki 5, 6 i 7 dopdki i < od diasci szyfru
Krok 5 : wycinek 1 := Copy (szyfr,pozycja+i,ilosc)
wycinek_2 := Copy (szyfr,pozycja+i+ilosc,ilosc);

Krok 6 : i ;= i+2*ilosc;
Krok 7 : tekst := tekst + wycinek_2+wycinek_1;
Krok 8 : Wyswietl tekst i zakacz algorytm
Przyktadowy program
Program Szyfr_przestawieniowy;
Uses Crt;
Var szyfr,tekst,wycinek_1,wycinek 2 : String;

pozycja,ilosc,i : Integer;
Begin

ClrScr;

Writeln;

Writeln (' ;

Writeln (' Rozszyfowanie tekstu metoda przegaiowa ');

Writeln (' ;

Writeln;

Write (' Podaj zaszyfrowany tekst : *);
ReadIn (szyfr);
Write (' Podaj pozycje, od ktorej tekst zog@ieniony : ;
ReadIn (pozycja);
Write (' Podaj ile znak™w w grupie zostalo staavionych : *);
ReadIn (ilosc);
If pozycja > 1 Then tekst := Copy (szyfr,1,poayl);
i:=0;
While i < Length (szyfr) do
Begin
wycinek_1 := Copy (szyfr,pozycja+i,ilosc);
wycinek_2 := Copy (szyfr,pozycja+i+ilodogc);

i ;= i+2%losc;

tekst := tekst + wycinek 2+wycinek 1;
End;
Writeln;

Writeln (tekst);
Repeat Until KeyPressed;
End.

Bardzo prosty szyfr przestawieniowy otrzymujemyssigc metode ptotu. W tej metodzie,
najpierw kolejne litery tekstu jawnega gapisywane na zmiarw dwoch rzdach, a nagpnie za
kryptogram przyjmuje si ciag kolejnych liter z pierwszego ¢du, po ktGrym nasgpuje chg
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kolejnych liter z drugiego rdu. Na przyktad, metoda ptotu zastosowana do sismyérowanie,
daje nasipujacy kryptogram:

SYRWNEZFOAI

.Plot" w tej] metodzie szyfrowania me st skiad& z wigcej niz dwoch rzdow, np.
kryptogram powyszej wiadomeéci jawnej, otrzymany z zyciem trzech rgdéw w ,ptocie”, ma
post&: SFWIZRAEYON

W przedstawionej metodzie szyfrowaniaina wyr@ni¢ dwa elementy :
* 0gOIny algorytm szyfrowania, polegaly na ustawianiu koleinych liter tekstu jawnego
w pewnej liczbie rgdéw i zwijaniu kolejno tych r@ow w tekst zaszyfrowany;
e Kklucz, ktérym jest liczba rlow w ptocie - dziki niemu ten ogolny algorytm stajegsi
konkretry procedusg szyfrowania.

Metoda szyfrowania z ayciem piotu nie jest najlepszym przyktadem bezpiego klucza
szyfrupcego, gdy mazliwych jest w niej niewiele kluczy i wszystkie tabamazna sprawdzi.

Przedstawione dalej metody szyfrowania anppdobny charakter. Najistotniejszym elementem
sposobu szyfrowania jest klucz, a nie algorytmktda ogoét jest powszechnie znany. Jest to
podstawowe zal@enie kryptologii: bezpieczéstwo systemu szyfrowania jest oparte na
kluczach, a nie na sposobie dziatania.

Poziom bezpieczistwa: Bezpieczéstwo nie jest zapewnione

Metody kryptoanalizy: Analiza statystyczna tekstu.

14.4. Szyfrowanie przez podstawianie.

W kryptografii najpowszechniej stosujee sinetody podstawieniowe, ktére polegaja
zamianie liter innymi literami. Kolejne litery, twzace wiadomeé¢, nie zmieniaj wieC swojego
miejsca, ale zmienigjswoje znaczenie.

Jednym z najstarszych szyfrébw podstawieniowych $egfr Cezara pochodzcy z | w.
p.n.e. Polega on na zagsteniu kadej litery tekstu jawnego literpotozona w alfabecie o trzy
miejsca dalej.
W przypadku szyfrow podstawieniowych mowimy o adaie jawnym, w ktGrym s zapisywane
wiadomaci, i o alfabecie szyfrowym, w ktorym aszapisywane utajniane wiadoson
W przypadku szyfru Cezara dla alfabefmyka polskiego mamy:

alfabet ] i
awny |2abcé¢decfghijklimniodparsstuvwxyzis
alfabet .

SzyfrOWyCCdefzfghllkl’rmnnoOpqr3stuvwxyzZzaqb
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Deszyfracja, jest operacjodwrotry do szyfrowania. Szyfrowanie o takiej wiasaoio
nazywamyszyfrowaniem z kluczem symetrycznymgdyz znajomda¢ klucza nadawcy wystarcza
do okrélenia klucza odbiorcy. Niestety, tak zaszyfrowarekst mae rozszyfrowd osoba
nieuprawniona po przechwyceniu zaszyfrowanej wiagkom wiedzic tylko, ze nadawca
zastosowat szyfr Cezara. Klasyczny szyfr Cezaranaouogodlné, dopuszczag jako alfabet
szyfrowy przesuricie alfabetu jawnego o dowalnliczbe znakéw - mamy wic 34 maliwe
alfabety. To jednak nadal niewielkie utrudnienimawet mato wprawiony kryptoanalityk po
przechwyceniu kryptogramu zaszyfrowanego uogolmorsgyfrem Cezara fatwo okite jaki byt
alfabet szyfrowy.

Poziom bezpieczéstwa: szyfr nie zapewnia bezpied=twa

Metody kryptoanalizy: analiza cgstasci wysigpowania poszczegoélnych liter

Dla zainteresowanych, passza tabela przedstawiagstasci (%) wystpowania liter w polskich
tekstach oraz tzw. kody Huffmana (stosowane poyresji danych).

Litera | Czestosé Kod Litera Czestos¢ Kod
a 8,71 111 m 2,64 01011
a 0,86 000000 n 5,60 0110
b 1,29 010101 a 0,20 000001101
c 3,91 11004 o 7,90 1101
¢ 0,48 000001 o 1,25 010104
d 3,45 10013 p 3,01 01111
e 7,64 1011 r 4,63 0010
¢ 1,18 010014 s 4,64 0011
f 0,38 00000111 $ 0,78 001110111
g 1,42 01110 t 3,63 10100
h 1,22 010011 wu 1,92 10101d
i 8,48 1110 w 4,62 0001
i 2,38 01009 vy 3,88 1100d
k 3,10 1001 z 5,95 1000
1 2,09 00001 z 0,71 0111014
i 1,95 101011 7 0,10 000001100

Nalezy jeszcze zauwg¢, ze czstotliwos¢é wyskpowania spacji jest co najmniej dwukrotnie
wigksza od cgstotliwosci wysigpowania najcgstszej samogtoski. Podczas szyfrowaniazyaleicc
opuszcza znaki spacji, aby podziat tekstu na pojedynczevatmie utatwit procesu ztamania
szyfru.

W Internecie stosuje i sposob szyfrowania oznaczony przez ROT13, ktéryegao na
zastpowaniu kadej litery tekstu liteg, ktéra znajduje giw alfabecie o 13 pozycji dalej (litery ze
znakami diakrytycznymi i inne znakh 0zostawiane bez zmian). Ten sposob szyfrowamsia je
zalecany w przypadkach tych wiadosoo(lub ich fragmentow), ktére nie powinny bgzytelne na
pierwszy rzut oka, gdy jest to rozwanie zagadki lub krzpwki, lub zakaczenie filmu lub
ksiazki. Program pocztowy Netscape Messenger zawier&cfendekodowania wiadonsoi
zaszyfrowanych metadROT 13.

W ponizszym przyktadowym programie wykorzystamy kilka wiesi.

Znaki @1 przechowywane w pagti komputera w postaci liczb zwanych kodami znak&azda
litera ma przyporadkowany sobie numer. W tabeli ponizej przedstawikody liter od A do Z w
kodzie ASCII (American Standard Code for Informatioterchange - Amerykaki, Standardowy
Kod dla Wymiany Informacji).
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Klucz szyfrupcy jest informagj, ktéra pozwala zaszyfrowalane lub odczytadane zaszyfrowane.
W przypadku kodu Cezara kluczem jest warorzesungcia w alfabecie literek kodu wzaglem
literek tekstu jawnego. Przy szyfrowaniu przesgaoi@ dodajemy do kodu znaku. Przy
rozszyfrowywaniu przesuggie odejmujemy od kodu znaku.

Problem pojawia giprzy literach skrajnych, gdy dodanie przesuaia daje kod wikszy od 90 lub
odjecie przesuricia daje kod mniejszy od 65. sieumoéwimy sk, iz alfabet tworzy pieicien
zamkngty, to po literze Z nagpuje A. Litek A poprzedza Z. 3& w wyniku dodania przesuetia
otrzymamy warté¢ wicksza od 90 (np. 92), to od tego wyniku najeodjaé 26, aby otrzyma
poprawny kod szyfru (92 - 26 = 66, czyli litera Bgli z kolei w wyniku odgcia przesuricia
otrzymamy warté¢ mniejsz od 65 (np. 63), to do tego wyniku najedod& 26, aby otrzyma
rozkodowany znak (63 + 26 = 89, czyli litera Y).

Specyfikacja algorytmu.

Program zaszyfowuje podany tekst zmodyfikowanynireny Cezara.

Dane wejciowe :

tekst - tacuch znakdéw zawiergly rozszyfrowany tekst

klucz - przesunicie w alfabecie, od ktorej zaczynamy zastwa: tekst, kluczZ1 N,
Dane wyjciowe :

szyfr - tarcuch znakow zawieragy zaszyfrowany tekst

Dane pomocnicze :

i - zmienna licznikowa
kod_ascii - przechowuje wad®ASCII danego znaku

Lista krokéw :

Krok 1 : Podaj tekst; Podaj klucz;

Krok 2 : Dla i := 1 do konca dtugosci tekstu wykphroki 3 .....9

Krok 3 : znak := tekst [i]; zamfemah liter¢ na dua

Krok 4 : Jali znak jest zawarty w zbiorze ['A’..."Z’] wykondrok 5,6,7, 8, w przeciwnym
wypadku przejd do kroku 9

Krok 5 : kod_ascii := Ord (znak) + klucz; { zamienak na kod ASCII , dodaj do kodu
wartas¢ klucza i podstaw pod zmieakod_ascii }

Krok 6 : Jéli kod_ascii > 90 to kod_ascii := kod_ascii — 26;

Krok 7 : Jéli kod_ascii < 65 to kod_ascii := kod_ascii + 26;

Krok 8 : szyfr [i] := Chr (kod_ascii); { zamiekod ASCII na znak i podstaw do zmiennej
szyfr }

Krok 9 : szyfr [i] := znak;

Krok 10 : Zakacz algorytm;
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Jako alfabet szyfrowy nina wybr& jakiekolwiek uporadkowanie liter alfabetu. Takich
uporzdkowan jest 35! (dla alfabetu polskiego) , co jest ollnzy liczba. Niepowotana osoba ma
wigC mate szanse natrafprzypadkowo na wybrany z tej liczby tisvosci alfabet szyfrowy.
Jednak wybér losowego upadkowania liter w alfabecie szyfrowym ma wadlfabet ten trzeba
w jakis tajny sposéb przekazasobie, ktéra ma odczytywaworzone nim kryptogramy. Dlatego
zamiast losowego wyboru alfabetu szyfrowego stosigjedzne rodzaje kluczy, ktére precyzyjnie
okreslaja alfabet szyfrowy.

Jednym ze sposobow oklania alfabetu szyfrowego jest podanie stowa (lolvipdzenia)
kluczowego, na podstawie ktdrego tworzy sifabet szyfrowy. Dla przyktadu,zyjemy stowa
Cappadocia jako stowa kluczowego do utworzeniabalia szyfrowego. Najpierw umieszczamy
stowo kluczowe na poatku alfabetu szyfrowego i usuwamy z niego powtaiajse litery -w
naszym przykfadzie pozostajeawiCAPDOI. Nastpnie, usuwamy z alfabetu jawnego litery, ktére
znajdup si¢ stowie kluczowym (zaznaczone na czerwono) i dgpiay pozostate litery w posgku
alfabetycznym, zaczyngj od litery nasfpnej po ostatniej literze w pozostatejeg@ stowa
kluczowego (w przyktadzie od litery J) i kontynacjod pocatku alfabetu (w przyktadzie parej
0znaczono te miejsca pionawiebieslk kresk ). Otrzymujemy:

alfabet

jawny aabc¢deegfghijkltmnnaodpagrsstuvwXxyzzz
alfabet . 1, ) T
Szyfrowycapd0|Jklimnnoqrsstuvwxy2zqucequh

W czasie I WojnySwiatowej w polskim ruchu oporu stosowano alfaberyfiowe,
okreSlane na podstawie ustalonych fragmentowaiedt, ktére posiadali nadawca i odbiorca
wiadomdaci.

Tworzenie alfabetéw szyfrowych na podstawie stéwickbwych znacznie utrudnia
deszyfragt kryptograméw, gdy mazliwych jest bardzo wiele stow (a ogolniej tekstow)
kluczowych.

Przyktadowe metody szyfrowania i deszyfrowania wiadici, przedstawione powgj,
mozna przedstawiza pomog schematu :

NADAWCA ODBIORCA
Klucz Klucz
\ 4 4
Tekst .| Algorytm | Tekst .| Algorytm | Tekst
jawny szyfrujacy zaszyfrowany deszyfrugcy jawny

Bezpieczastwo takiego sposobu przekazywania utajnionych eviamci zalezy gtéwnie od
utajnienia klucza. Osoba, ktéra przechwyci taknitaga wiadoma¢, wiedzic nawet, jaki algorytm
zostat wyty do jej zaszyfrowania, bez znajofeouzytego klucza szyfrowania nie powinna méc ani
odszyfrowa kryptogramu, ani tym bardziej okitet klucza szyfrowania.
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Istnieje jednak kryptoanaliza, ktoéra zajmuje deszyfrowaniem tekstow zaszyfrowanych
bez znajoméci klucza. Kryptografia i kryptoanaliza rywalizuge solh od pocatkdéw utajniania
wiadomaci - kryptografia tworzy coraz doskonalsze (bezpmejsze) szyfry, a kryptoalnaliza
dostarcza metod ich famania.

Ztamanie uogolnionego szyfru Cezara jest¢daroste, naley jedynie okréli¢ o ile pozycji
przesuwg si¢ litery. Podobnie jest ze ztamaniem szyfru ptotowegralery okresli¢ jak wysoki
jest ptot, czyli ile ma redow.

A czy mana zitamé szyfr podstawieniowy z dowolnym alfabetem szyfrowa
generowanym np.przez stowo kluczowe?

Jeili tak, to na pewno nie jest to metoda sprawgzajwszystkie mdiwe alfabety
szyfrowania, gdy jest ich zbyt d#o. Pierwszy zapis o skutecznym sposobie tamanidruszy
podstawieniowego z alfabetem szyfrowania pochodiX avieku. Jego autorem byt Al-Kindi,
zwany ,filozofem Arabéw". Jako pierwszy wykorzystah r&znice w czstasci wyskpowania liter
w tekstach (patrz tablica e¢ztotliwosci w rozdziale 14.4).

Oczywiscie odnosi s to do nieco dhaszych tekstow; w krotszych kryptogramach
najczsciej wystpujaca w nich litera mze odpowiadéa ktéreg z nas¢gpnych co do agstaici liter.
Ponadto, szuka¢ par odpowiadagych sobie liter uwzghbnia s¢ charakterystyczne dla danego
jezyka pohczenia dwoch lub wcej liter, np. w ¢zyku polskim dé¢ czgsto wystpuja: rz, sz, czsc,

a w jezyku angielskim - qu, th. Sposéb tamania szyfryliackeszyfracji wiadoméci, polegagcy na
wykorzystaniu cgstasci wysktpowania liter i ich kombinacji w tekie nazywa s analiz
Czestascl.

Postizenie s¢ analizz czestdsci przy deszyfrowaniu tekstu nie jest tylko prostym
skorzystaniem z tabeli egtasci liter, ale zmudmy analiz mazliwych przypadkow, w ktérej
nierzadko trzeba pagiowa metod, prob i bkdéw. Procesu deszyfracji, wykorzysicggo analiz
czestdécl, nie daje si prosto zautomatyzowaa pomog komputera. Jest to pgepbwanie w daym
stopniu interaktywne.

Po zilamaniu prostego szyfru podstawieniowego, czyjednym alfabetem szyfrowym,
nasgpit ruch kryptograféw, ktérzy zaproponowali szyfrwdeloma alfabetami szyfrowymi, tzw.
szyfr polialfabetyczny. Taki szyfr unieméliwia uzycie prostej analizy &stasci, gdyz w
tworzonych kryptogramach za dalitere jest podstawianych wiele #dych liter. Stowo kluczowe
w tym przypadku sty do okrdlenia alfabetow - & nimi alfabety Cezara wyznaczone przez
kolejne jego litery. Dla przykiadu, niech stowemuétowym ldzie BRIDE (dla utrudnienia
kryptoanalizy, stowa kluczoweaswybierane z innychegykéw), wtedy mamy pic alfabetow
szyfrowych, zaczynage st od liter B, R, I, D i E:

;:f/?r?;t ajbjcidie figh/ijkj I mnjiopar|stuvwxyz
ilzf?f?g\t/vy bicidie fighiijjk limnjiopiqristuvwxyza
25;?§5vy rrstuvwxyzabcdefghijk I mnopoaqg
25;?§5vy i'j kIl mnopg|r sitiuvwxy|zabjcd/e f gh
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Zaszyfrujmy teraz wiadond6é ,panna w opalach: pierwsz liter¢ jawnego tekstu szyfrujemy
postugujc sk pierwszym alfabetem szyfrowym, deug drugim, trzec - trzecim, czwad -
czwartym, pata - piatym, szést - pierwszym itd. Otrzymujemy wt kryptogram: QRVQE X
FXDPBTP” , w ktorym kazda z powtarzagych sg liter w tekécie jawnym (a i n) jest za kdym
razem szyfrowana przez ipfitere.

Taki sposob szyfrowania zostat zaproponowany w XWwieku przez dyplomat
francuskiego Blaise de Vigenere'a i nazywssgyfrem Vigenere'a

Innym sposobem implementacji szyfru Vigenere'a jagycie tzw. tablicy Vigenere'a
(ponizej)). Uwaga: oznaczenia cyfrowe wierszy zastosowano tylkelach edukacyjnych. Kolorem
z0tym zaznaczono tekst jawny.

O|A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|IM|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z
1/ B/ CIDIE|F|G|H|I|J|K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y]|Z]|A
2|C/ DIE|F|G|H|I|J|K|L|IM|N|IO|P|Q|IR|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|B
3 DIE|F|G|H|I|J|K|L|IM/N|O|P|IQ|R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z|A|B]|C
4 E|F|IG|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D
S FIGIH|I|J|K|L|IM|[N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D]|E
6| G/IH|I|J|K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F
(|H|I|J|K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G
8 | |J|IK|LIM|N|O|IP|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H
9 JIK|LIM|IN|O|P|IQ|R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H]|I
10| K| LI M|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I|J
11/ L M N|OIPIQ|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K
1I2IM|N|O|P|IQIR|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|B|C|DIE|F|G|H|I |J|K|L
ISIN|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
140/ P|IQ|R|S|T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|ID|IE|F|G|H|I |J|K|L|M|N
I5\PIQ|IR|S|T|U|V|IW|X|Y|Z|A|B|C|DE|F|G|H|I |J|K|L|M|N|O
16| Q| R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z|A|IB/IC/IDIE|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P
7\ R|S|T|U|IVIW| X|Y|Z|A|B|C|ID|E|F|IG|H|I |J|K|L|IM|[N|JO|P|Q
8|S|T|U|VIW|X|Y|Z|/A|B|C|D|IE|F|G|H|IT|J|K|L|{M|N|O|P|Q|R
9 T|U|VIW|X|Y|Z|A|B|C|IDIE|F|G|H|IT|J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S
200U V|W X|Y|Z|A/B|C|D|IE|F|G|H|I|J|K|L|IM|{N|O|P|Q|R|S|T
21|V W|X|Y|Z|A|B|C|ID|E|F|G|H|I|J|K|L|IM|N|O|P|Q|R|S|T]|U
2/ W|X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I|[J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|V
23| X|Y|Z|A|B|C|D|IE|F|G|H|I|J|K|L|IM|N|IO|P|Q|R|S|T|U|V|W
24|Y | Z|A|B|C|D|E|F|G|H|I |J|K|LIM|[N|O|P|Q|R|S|T|U|V | W|X
25|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|IT |J|K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|X|Y
26/l A|B|C/DIE|F|G|IH|I |J|K|L|IM|N|O|P|Q|IR|S|T|U|V|W|X|Y]|Z

Zwréémy uwag, ze tablica ta powstata w wyniku przesesia alfabetu szyfrowego o jegin
pozyck w lewo (patrz : szyfr Cezara). W szyfrze tym kokejitery listu szyfrujemy, postugag sk
réznymi wierszami tablicy (renymi alfabetami). Inaczej mowé, nadawca mae zaszyfrowé
pierwsz litere, uzywajac 5 wiersza, druglitere — wywajac 14, trzeai - wywajac 21, i tak dalej.
W celu odczytania listu adresat musi wiedzietory wiersz tablicy zostatayty do zaszyfrowanej
kazdej litery, a zatem musi istrieuzgodniony system zmiany wierszy. b@ to osigna¢ za
pomoa stowa kluczowego.

Zaszyfrujmy wec teraz wiadom&@ ,panna w opalachuzywajac klucza ,BRIDGE”. W
tym celu maemy stworzy sobie dodatkowtabet (ponizej), w ktdérm wpiszemy stowo kluczowe
(wiersz 1) . Wpisujemy je tyle razy aby pokrytq giszyfrowaln wiadomdcia.

W drugim wierszu wpisujemy téé tekstu jawnego (pomija¢ spacje) i zaczynamy
szyfrowanie.
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Klucz B/IR|I [DIE|B|R|I [D|E|B|R]I
tekst jawny PANNAWOPALACH
tekst tajny gr vqe x f xdpbtop

Szyfrujemy pierwsz literg tekstu (P). Literze P odpowiada w kluczu literalBera ta (B)
okresla numer wiersza w tablicy : 1. Teraz szukamy jhtieia z wiersza 1 odpowiada literze P (z
wiersza 0 ) . Jest aiitera Q . Teraz szyfrujemy literA. Wybieramy wiersz 17 i szukamy w tym
wierszu odpowiednika litery A — jestanR. Trzecia litera to N — wiersz 8, odpowiednikt¥. i

Alfabet szyfru ma poséa: F (a)=(a+k, mod N) mod N

gdzie :

ki — kolejna (i-ta) litera szyfru (dla povryzego przyktadu :1k=B, k =R ..., k = E)
i — numer alfabetu (wiersz z tablicy)

N — dluga¢ alfabetu (tu : 26)

a — pozycja litery w alfabecie.

Oczywiscie jest to szyfr symetryczny, @d funkcja deszyfruica kgdzie miala posia :
G,(x) = (x -k, mod N) mod N gdzie x : pozycja zaszyfrowanej litery w alfalseci

Specyfikacja algorytmu.

Program zaszyfowuje podany tekst szyfrem Vigenere’'a
Dane wejciowe :

tekst - tacuch znakdéw zawiergly rozszyfrowany tekst
klucz - fancuch zawieragy stowo(a) — klucz szyfragy
Dane wyjciowe :

szyfr - tarcuch znakow zawieragy zaszyfrowany tekst

Dane pomocnicze :

] - zmienne licznikowe
poz - pozycja zaszyfrowanej litery w tablicy alfabe
alfabet - tablica typu znakowego przechoyeaj alfabet

diugosc_alfabetu — stata informaoga o diugéci alfabetu (dla naszego przyktadu = 26 )

Lista krokéw :

Krok 1 : Podaj tekst; Podaj klucz;

Krok 2 : Stworz tablie alfabetu w taki sposob by na pozycji O znajdovedditera A, na
pozycji 2 - B, 3 - C itd.

Krok 3 : Usuh spacje ze zmiennej tekst oraz ze zmiennej kluaz pamié w tych zmiennych
wszystkie mate litery na de.

Krok 4 : ji=1; szyfr:=";

Krok 5 : Dlai=1,2,3....... diugé_tekstu_do_zaszyfrowania wykonuj kroki 6 .... 9

Krok 6 : pobierz i4 litere tekstu i zamig ja na liczkg (jej kod ASCII)

pobierz j-t literg klucza i zamié ja na liczlg; (jej kod ASCII) i wyznacz resgtz
dzielenia przez diugo alfabetu
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Krok 7 : Zsumuj uzyskane w kroku 6 liczby. Saita podziel przez diugg alfabetu (stata
dlugosc_alfabetu). Uzyskana reszta z tego dzielgmiaie wyznaczata pozygj
zaszyfrowanej litery w alfabecie.

Krok 8 : Odczytaj liteg z obliczonej w kroku 7 pozycji i dodaj flo zmiennej szyfr (na
koniec)

Krok 9 : Zwigksz licznik j o 1. Jdi j > od dtugcci kluczato j:=1

Krok 10 : Wypisz zaszyfrowany tekst (zmienna szyfr)

Krok 11 : Zakacz algorytm;

Zadanie : Odszyfrowé tekst zapisany w pliku szyfr_1.txt. Tekst ten psszyfrowany za
pomoa szyfru Vigenere’a. Klucz : ,To be or not to be” YAk zapisé do pliku
,0dszyfrl.txt”. (opieramy sina lafabecie 26-cio literowym).

Tekst do odszyfrowania :
WSTDMWEOVCOKILHPTSINQCTCEAKCUROUBGSRTSSPOOMO
JMMYKCXEGWFSHRXWXCKMELBPWQZAOSRKBQRGACTIBKTG
WFQSYMYQQRALRAFXKMDDBPZUWRNARTXPQCJPYENQAEGO
EEKTLKRLHBVVNBHCFXFXLZFRBOLPITMOHWPJSKQZRWVF
HXMMUEDNBWNPSFHPOOCMSLWHDBNXKCAWSMGVCNNQHLCC
EGWFYDINKGBCOEICQVNVPVPRQFRBIAEGQLTKHKBRXXXM
OUBAHLQJABSEDOTGMEDCAIGOEEKTNNTLHPWHKBPGQLTK
VSAEKO

Dopiero w potowie XIX wieku kryptoanalitycy ztamadzyfr Vigenere'a -jednym z ich byt
Charles Babbage. W odpowiedzi na ztamanie szyfrgeiMere'a, kryptografowie zaproponowali
jednoczesne szyfrowanie par liteszyfr Playfair.

Szyfr Playfair nie koduje pojedgzych liter, lecz grupy dwoch znakéw jednaogre. Szyfr
ten opiera s na kluczu, wzgidem ktérego tworzona jest 25 elementowa dwuwymiartablica
znakow.

Ustalamy najpierw stowo kluczowe np. CHARLES. Przextpoczciem szyfrowania
zapisujemy litery alfabetu w postaci kwadratu 5x&czynagc od stowa kluczowego i uzupetrigj
reszt liter w kolejngci alfabetycznej, bez powtarzania liter wymijacych w hadle oraz 4czac
litery 1i J. Nasza tablicadolzie miata posta:

CHARL
ESBDF
GIIIK M N
OPQTU
VWX Y Z

J&li w stowie kluczowym powielaj si¢ litery to opuszczamy nagine powielajce s¢. Poniewa
w algorytmie szyfrowania Playfair litery J orazd sdwnoznaczne to niemy zamiast J pigal.
Na przyktad stowo kluczowe TAJEMNICA, naktoby wpisé jako TAIEMNC.
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Nastpnie dzielimy tekst jawny na pary liter, czyigramy. Kazda para powinna sktadlssic z
dwoch ré@nych liter, co mana osagna¢ wstawiagc w razie konieczriwi dodatkowy literg X.
W przypadku, gdy mamy nieparzydiczbg liter, na kaicu dopisujemy take literg X.

Zakodujmy tekst : meet me at hammersmith bridgegtan
Tekst jawny w postaci digramovedizie miat posta:
ME-ET-ME-AT-HA-M -ME-RS—-MI-TH-BR-ID - GE - TO — NI —= GHIX

Teraz mana juz zaczac¢ proces szyfrowania. Wszystkie digramyzmna podziek na trzy kategorie:
« obie litery znajdyj si¢ w tym samym wierszu,
+ obie litery znajdy si¢ w tej samej kolumnie
+ wszystkie pozostate.

Je&li obie litery digramu znajdajsie w tym samym wierszu, zagtujemy je gsiednimi literami z
prawej strony; tak veic Ml zmienia s¢ w NK.

CHARL

ESBDF

G I KMN

OPQTU

VWXY Z

Je&ili obie litery digramu znajdagjsie w tym samym wierszu ale jedna z liter digramu dogg se na
koncu wiersza, zagpujemy p pierwsz litera wiersza, zatem NI zamienig sv GK.

CHARL
ESBDF
Gl KMN
OPQTU
VWX Y Z

J&li obie litery znajdu sic w tej samej kolumnie, zagtujemy je literami lgacymi bezpdrednio
pod nimi; tak wec EG zmienia siw GO.

C H A R L
E S B D F
GIG | K M N
O P Q T U
v W X Y Z

J&li obie litery znajdw sie w tej samej kolumnie i jedna z liter znajduje sna samym dole
kolumny, zastpujemy p pierwsz litera w kolumnie, na przyktad EV zmieniag<sC.

CHARL

E SBDF

G|l KMN

OPQTU

VWXY Z
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J&li litery digramu nie znajdaj sic ani w tym samym wierszu, ani w tej samej kolumnie,
obowigzuje inna reguta. Aby zaszyfrowaierwsz litere idziemy wzdhi wiersza, a dotrzemy do
kolumny zawierajcej drug, literg, litera na skrzyowaniu wiersza i kolumny reprezentuje pierwsz
litere. W celu zaszyfrowania drugiej litery idziemy wzétwiersza, a dotrzemy do kolumny
zawierajcej pierwsz literg; litera na skrzyowaniu zasfpuje drug liter¢ digramu. Zatem ME
zmienia s¢ w GD,

CHARL

E SBDF

G I KMN

OPQTU

VWXY Z

Uwaga : nie m@na zmienia’ dowolnie kolejngci liter ! Digram CS jest rény od SC !
Po zaszyfrowaniu nasza wiadofena posté

}g\‘fvsrfy ME ET ME AT HA MX ME RS MI TH BR ID GE TO NI GH TX
:zj‘;s; GD DO GD RQ AR KY GD HD NK PR DA MS OG UP GK IC QY

Oczywicie na etapie ustalania klucza, mnglewybra klucz stosunkowo dtugi. Proces
deszyfrowania przebiega w sposéw identyczny jakraygadku szyfrowania - jest to klasyczny
przyktad szyfru symetrycznego. Jest to prosty mbabatyczny szyfr podstawieniowy i moa go
ztama&, korzystagc z analizy cgstdici.

W latach dwudziestych pojawitagspierwsza maszyna szyfagia - Enigma - zagpita ona
dotychczas ,obowizujacy” algorytm szyfrujcy i deszyfrugcy, a kluczem w tej maszynie byto
pocztkowe ustawienie jej elementdw mechanicznych. Nezgitku maszyr te mazna byto nawet
kupi¢ na wolnym rynku. Szyfr Enigmy zostat ztamany przespét polskich matematykow, ktorym
kierowat inz. Marian Rejewski. Zbudowali oni maszydeszyfrujca, zwary Bomhba, ktéra sktadata
si¢ z wielu kopii Enigmy. Swoje pomysty, wraz z masgymPolacy przekazali jeszcze przed
wybuchem wojny Brytyjczykom, ktorzy w Blatchlay Rakoto Londynu zapocgkowali er
komputerowej kryptografii i kryptoanalizy.

14.5. Kryptografia z kluczem jawnym.

Pojawianie sj coraz silniejszych komputerow powoduje realne azgie dla przesylania
utajnionych wiadomgi. Kryptoanalityk mae skorzyst&z mocy komputera, by sprawdzardzo
duza liczbe mazliwych alfabetéw i kluczy oraz prowadzianaliz kryptogramow metag préob i
btedow. Co wekcej, z ekspangj komunikacji najpierw telefonicznej, a obecnie ieimmetowej
wzrosta do olbrzymich rozmiaréw liczba przesylanygtadomdci. Paistwa, instytucje, a take
pojedynczy obywatele chcieliby ndiggwarancg, ze system wymiany wiadoma maze zapewrd
im bezpieczastwo i prywatné¢ komunikacji.

W 1976 roku przyjto w USA szyfr Lucifer jako standard komputerowego szyfrowania
danych DES (ang. Data Encryption Standard). Licatmliwych kluczy dla systemu DES jest
gwarancy, ze praktycznie jest to bezpieczny szyfr - powszeelloistpne komputeryszbyt stabe,
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by go ztama. Pozostaje jednak nadal nierozmany tzw. problem dystrybucji klucza - w jaki
sposob dostarczyklucz odbiorcy utajnionej nim wiadorda. Problem ten dotyczyt wkszaci
szyfrbw w historii kryptografii. Na przyktad MariaRejewski osigmat pierwsze sukcesy przy
deszyfracji Enigmy, korzystag min. z faktuzze klucz do zaszyfrowanej wiado&w byt dwa razy
powtarzany na poatku wiadomgci.

W potowie lat siedemdziegiych pojawita st sugestia,ze wymiana klucza mdzy
komunikupcymi sk stronami by moze nie jest konieczna. Tak zrodzi¢ iomyst szyfru z jawnym
kluczem, ktérego schemat przedstawiony jest zgni

NADAWCA ODBIORCA
Klucz Klucz
publiczny prywatny
y 4
Tekst .|  Algorytm - Tekst .| Algorytm | Tekst
jawny " szyfrujacy 7| zaszyfrowany 7| deszyfrujcy i jawny

Schemat ten whi sic od poprzedniego schematu tyrme zamiast jednego klucza dla
nadawcy i odbiorcy mamy parkluczy: klucz publiczny, zwanym kluczem jawnym,kiucz
prywatny, zwany te kluczem tajnym. Jest to wa szyfr asymetryczny. Dziatanie odbiorcy i
nadawcy utajnionych wiadonmsa w tym przypadku jest nagiujace:

e Odbiorca wiadomgi tworzy pae kluczy: publiczny i prywatny i ujawnia klucz

publiczny, np. zamieszcza go na swojej stronieneewe.

» Ktokolwiek chce wysta zaszyfrowan wiadoma@é do odbiorcy szyfruje aj jego

kluczem publicznym, Za tak utworzony kryptogram nioa odczyta jedynie
postugujc sk kluczem prywatnym odbiorcy.

Para kluczy - publiczny i prywatny - ma jeszczewtasna¢, ze znajomé¢ klucza
publicznego nie wystarcza nie tylko do odszyfrowaniadomdci nim zaszyfrowanej, ale réwrie
nie umaliwia utworzenia klucza prywatnego, ktéry jest riedny do odszyfrowania wiadorsa.
Utworzenie takiej pary kluczy byto nmiiwe dopiero w erze komputeréw. Odbiorca zadatwo
okresli¢ oba klucze z pary, ale nikt poza nim, przy obecrsyamie wiedzy i mocy komputerow nie
jest w stanie odtworzyklucza prywatnego na podstawie klucza publicznego.

Tak naprawd bezpieczastwo szyfrowania z kluczem publicznym wynika z risklonatdci
komputeréw® , ktore nie g w stanie znal& rozwiazania dos§ prostego, ale na bardzozayah
liczbach.

Pierwszy szyfr z kluczem jawnym opracowali w 196Ku RonaldRivest, Adi Shamir i Leonard
Adleman z MIT i od inicjatéw ich nazwisk pochodzgfenazwa szyfr RSA.
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14.5.1. Szyfr RSA.

Szyfr ten oparty na kluczu asymetrycznym. Adoby¢ wykorzystywany zaroéwno do
szyfrowania jak i elektronicznego podpisywania dokntéw. Prawa do algorytmu RSA posiada
firma RSA Security Inc., udzielkgga ptatnej licencji na jegozywanie w programach innych
producentow (patent way jest jednak tylko w USA). RSA wkomponowany jestin. w dwie
najwazniejsze przegldarki: Netscape Navigator oraz Internet Explorer.

Fundamentem RSA jest algorytm say do generowania unikalnych i bezpiecznych
(odpornych na proby odgadeia) par kluczy. Mngy on dwie due liczby pierwsze i z
otrzymanego wyniku poprzez kilka innych dodatkowygeracji ustala klucz publiczny i zaftey
od niego klucz prywatny. Pierwszy z nich gstudo szyfrowania wiadongci przeznaczonych dla
wiasciciela kluczy i co za tym idzie powinien byak najszerzej propagowany. Klucz prywatny jest
tajny i tylko przy jego pomocy nima odszyfrowa to, co zostalo zakodowane kluczem
publicznym.

Algorytm RSA bazuje na dwéch dostatecznienyan liczbach pierwszych. Na podstawie
tych liczb (oznaczonych dalej jako p i q) obliczaaelwie kolejne wartéci: n oraz e, z ktérych:
n=p*q i e<n
gdzie e jest liczbwzglkdnie pierwsz® do iloczynu (p-1)*(q-1)

Ostatni etap to wyznaczenie takiej liczbyd,
e * d jest podzielne przez (p-1)*(q-1)

Liczbe n nazywamy modutem RSA, licgbe nazywamy wytadnikiem szyfagym, z& liczbe
d - wyktadnikiem deszyfrgcym.

Od tego momentu liczby pierwsze p i q nie hiodzialu w obliczeniach i magzosta
zniszczone. W dalszych operacjach korzysigusi z wyznaczonego klucza publicznego (para liczb
n oraz e) i klucza prywatnego (para liczb n oraz @hac uzyské& zaszyfrowaa postd ,sS”
wiadomdaci tekstowej w naley przeprowadzi nastpujaca operacg dzielenia modulo (dzielenie z
reszt ) z wyciem klucza publicznego:

s=w ®modn

Deszyfrowanie odbywa giw podobny sposob, lecz tym razem w operacji bierdeiat klucz
prywatny:

w =s%modn

Bezpieczastwo szyfru RSA opierashna trudnéci rozktadu duaej liczby ,,n” na czynniki. Nie jest
znanyzaden efektywny algorytm rozktadu dowolnej takiegzby dziataagcy w rozgdnie krotkim
czasie. Oczywicie, dla pewnych klas liczb naturalnych istaiglgorytmy umaliwiajace ich
rozktad na czynniki w krotkim czasie. Dlatego wyraagk, aby liczby pierwsze p,
wykorzystywane do konstrukcji klucza spetniaty pewostulaty.

Aktualnie przyjmuje s, ze naley dokon& wyboru p i q tak, aby spetnione byly ngsijace
warunki :

! Liczby wzgkdnie pierwsze — dwie liczby catkowite, ktérych najkszym wspélnym podzielnikiem jest liczba 1.
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e oObie liczby p i g 8 wybrane losowo;

* oObie liczby p i g maj co najmniej po 150 cyfr dziesnych;

* jedna z nich jest o kilka ¢dbw wielkasci mniejsza od drugiej, ale, jednoéme, ich
roznica jest wzgidnie mala;

e (p-1)/2i(g-1)/2sliczbami pierwszymi;

e p+1oraz q+ 1 majduze czynniki pierwsze p’ i q° odpowiednio;

* NWD(p-1;q-1)jest niewielki.

Uwaza sk, ze liczby spetniajce powysze postulatysstzw. mocnymi liczbami pierwszymi, czyli
liczbami pierwszymi, ktorych iloczyn jest vagkowo trudny do faktoryzacji (rozktadu na czynniki
pierwsze) za pomaxznanych aktualnie algorytmow.

Powana wady algorytmu RSA jest jego wolne dziatanie. Z tegavpdu stosuje 8igo
zazwyczaj w peaiczeniu z innymi algorytmami, np. DES, ktory opeeasyyfrowania przeprowadza
1000 razy szybciej. W takich systemach hybrydowidbS shiy do szyfrowania wiadonsoi,
RSA natomiast koduje jutylko klucz wywany w DES-ie. Klucz zamketly w takiej elektronicznej
kopercie mae nastpnie zosté bezpiecznie przestany kanatem nie zapewayem poufndci - np.
przez Internet.

RSA wchodzi w skfad wielu istniggych lub proponowanych standardow i protokotow
sieciowych. Jest szeroko stosowany w komunikat¢grivetowej: poufnej poczcie elektronicznej i
sygnowaniu dokumentéw elektronicznymi podpisamstaeymie PGP i protokotach SET, S/IMIME,
SSL oraz HTTPS.

PRZYKLAD :

W opisie szyfrowania i deszyfrowania mei0dSA, postaymy sk imionami odbiorcy - Alicja i
nadawcy - Bogdan. Dla utatwienia przyjmiemy matzliiy pierwsze.

Etap przygotowania kluczy

» Alicja wybiera dwie leace bliskie sobie liczby pierwsze p i g np. p=1%i§. Liczby
te Alicja trzyma w tajemnicy.

» Teraz Alicja oblicza n =p*q i wybiera dowdalriiczbe naturalm e, ktora jest wzghnie
pierwsza z liczb (p - )*(q - 1), czyli te dwie liczby nie majwspolnych dzielnikow
poza liczla 1.

W naszym przypadku mammy=11*13 =143
Poniewa (p - )*(q - 1) = 10*12 = 120 = 2* 3 * 5, wicc mazemy przypé e = 7.

» Alicja znajduje liczle naturalm d taky, ze e*d = 1 (mod (p - )*(q - 1)), czyli reszta z
dzielenia e*d przez (p - )*(q - 1) jest rowna lctbe d mazna znaleéc, postugujc sk
algorytmem Euklidesa, o ktorym byla mowa we wciejszych rozdziatach tego
opracowania.

Czyli w naszym przypadku otrzymujemy :
7*d = 1 (mod 120). Takliczba jest np.d = 103 gdyz 7*103 = 721 i 721 podzielone
przez 120 daje resgi.

* Alicja ogtasza parliczb (n, e) jako swoj klucz publiczny, np. w Imecie, a par(n, d)
zachowuje w tajemnicy jako klucz prywatny. Jednénieniszczy liczby p i g, by nie
wpadty w niczyje ¢ce, co mogtoby umidiwi ¢ odtworzenie jej klucza prywatnegoslie
p i q s dostatecznie diymi liczbami pierwszymi, to znajordé,n” i ,e” nie wystarcza,
by obliczy¢ wartas¢ d postuguic sk nawet najpaizniejszymi dzisiaj komputerami.
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Szyfrowanie wiadongoi

» J&li Bogdan chce wystaAlicji jakas wiadomaé, to najpierw musig przedstawd w
postaci liczby naturalnej M, nie gkiszej n n. Tekst mana zamiend na liczle
postugujc sk kodem ASCII. Jdi wiadomai¢ jest zbyt dtuga, to natg ja szyfrowa
blokami odpowiednie] wielkei.

Przyktadowo, jako wiadongé wybierzmy litee Q, ktéra w kodzie ASCII ma kod 81.
Przyjmujemy wg¢c za wiadoméé do wystania M = 81.

«  Wiadomdy¢, jaka Bogdan wysyta do Alicji, jest liczb: P = M mod n. Obliczenie

wartasci P mazze wydawa bardzo ztgone, ale mgna je szybko wykortaprzy
wykorzystaniu jednej z szybkich metod ggdwania (opisanych we wcagejszych
rozdziatach) oraz wtas§oi operacji na resztach.
Przyktad. Mamy obliczg P = 81 mod 143. Korzystaf z rozktadu binarnego liczby 7,
mamy 81 = 81' * 817 *81* . Z kazdej z tych patg obliczamy tylko resztz dzielenia
przez 143. Otrzymujemyat: (81° * 81 *81% ) mod 143 = 81*126*3 = 16 .

*  Bogdan wysyta do Alicji wiadomig P = 16.

Odszyfrowanie kryptogramu
Alicja otrzymata od Bogdana zaszyfrowawiadoma¢ P i aby § odszyfrowa oblicza
M = P" mod n.
Czyli : M = 16 mod 143. Pogpujemy podobnie, jak w punkcie 2 przy szyfrowaniu
wiadomdici. Mamy 16 =161 *16%* 16 * * 16 ** 16 ®* | z kaxdej z tych potg
obliczamy resztz dzielenia przez 143.
Otrzymujemy: (16" * 162 * 16 * * 16 3> * 16 ®*) mod 143 = (16 * 113 * 42 *113 * 42)
mod 143 = 81. Alicja wieze Bogdan chciat je] przekazav tajemnicy wiadomgt
brzmigca: Q.

Przyktadowy program.
{

* * *% * *k%k * *% * *% *kkkk

** Przykladowa aplikacja obrazujaca spos’b dziedan
** asymetrycznego systemu kodowania informacji RSA

*% *%

** (C)2003 mgr Jerzy Walaszek *
** | Liceum Og’Inoksztalcace *
** im. Kazimierza Brodzinskiego *
* w Tarnowie *

kkkkkkkkkkkkkkhhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkk K*kkkk

}

program rsa;
Uses Cirt;

{ Procedura oczekuje na négiccie klawisza Enter
po czym czyci ekran okna konsoli
}

procedure Czekaj;
var

i : integer;
begin

writeln;
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writeln('Zapisz te dane i nacisnij Enter");
readin;
fori:=1 to 500 do writeln;

end;

{ Funkcja obliczajaca NWD dla dw"ch liczb
}

function nwd(a,b : integer) : integer;
var
t: integer;
begin
while b <> 0 do
begin
t:=b;
b :=amod b;
a==t
end;
nwd := a
end;

{ Funkcja obliczania odwrotnosci modulo n

}
function odwr_mod(a,n : integer) : integer;
var
a0,n0,p0,pl,q,r.t : integer;

begin
pO:=0;pl:=1;a0:=a;n0:=n;
g :=n0 div a0;

r :=n0 mod ao;
while r >0 do

begin
t:=p0-q*pl;
if t >= 0 then
t:=tmodn
else
t:=n - ((-t) mod n);
p0 :=pl; pl =t
n0:=a0;al :=r;
g :=n0div ao;
r :=n0 mod ao0;
end;
odwr_mod = p1;
end;

{ Procedura generowania kluczy RSA

}

procedure klucze_RSA,;
const
tp : array[0..9] of integer =
(11,13,17,19,23,29,31,37,41,43);
var
p,q,phi,n,e,d : integer;
begin
writeln('Generowanie kluczy RSAY);
writeln(' ;
writeln;

{ generujemy dwie rozne, losowe liczby pierwsze }

Strona 182 z 185



repeat
p := tp[random(10)];
g := tp[random(10)];

until p <> q;
phi:=(p-1)*(q-1);
n :=p*q;

{ wyznaczamy wykladnikieid }

e:=3;
while nwd(e,phi) <> 1 do inc(e,2);
d := odwr_mod(e,phi);

{ gotowe, wypisujemy klucze }

writeln('KLUCZ PUBLICZNY");
writeln(‘wykladnik e = ',e);
writeln("  modul n =",n);
writeln;
writeIn(KLUCZ PRYWATNY");
writeln(‘wykladnik d =',d);
Czekaj;

end;

{ Funkcja oblicza modulo potegi podanej liczby

function pot_mod(a,w,n : integer) : integer;
var

pot,wyn,q : integer;
begin

{ wykladnik w rozkladamy na sume poteg 2. Dla reszt
{ niezerowych tworzymy iloczyn poteg a modulo n}

pot:=a;wyn:=1;q:=w;

while g > 0 do

begin
if (g mod 2) = 1 then wyn := (wyn * pot) mod n;
pot := (pot * pot) mod n; { kolejna potega }

q:=qdiv 2;
end;
pot_mod := wyn;
end;

{ Procedura kodowania danych RSA

}

procedure kodowanie_RSA,;
var

e,n,t: integer;
begin

writeln('Kodowanie danych RSAY;

writeln('-----------=-=-=---- ;

writeln;

write('Podaj wykladnik "e" ="); readIn(e);
write("  Podaj modul "n" ="); readIn(n);
writeln(' ;

writeln;

write('Podaj kod RSA (liczbe) ="); readin(t);
writeln;
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writeln("Wynik kodowania = ',pot_mody(t,e,n));
Czekaj;
end;

{ kkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

** Program gtowny **
*kkkkkkkkhkkhkkkkkkkk }

var
w : integer;

begin

ClrScr;

randomize;

repeat
writeIn('System szyfrowania danych RSA");
writeln(' Y
writeln(* (C)2003 mgr Jerzy Walaszek *);
writeln;
writeIn(MENU";
writeln('====");
writeln('[ O ] - Koniec pracy programu’);
writeln('[ 1 ] - Generowanie kluczy RSA");
writeln('[ 2 ] - Kodowanie RSAY;

writeln;
write('Jaki jest twoj wybor? (0, 1 lub 2) : );
readln(w);
writeln; writeln; writeln;
case w of
1: klucze RSA;
2 : kodowanie_RSA,;
end;
writeln; writeln; writeln;
until w = 0;
end.

14.6. Potwierdzenie autentyczfe i podpis elektroniczny.

Zapewne kady uzytkownik systemu Windows XP spotkate sz komunikatem o
sprawdzeniu autentyczém oprogramowania. W jaki sposoébe sio dzieje ? Odpowiedz daje
algorytm RSA. Wytworca koduje za pomo&lucza prywatnego informacje identyfikacyjne i
umieszcza je w kodzie programu wraz z kluczem pabiim. Dzgki temu oprogramowanie
uzytkownika mae rozszyfrowa te dane i porowrgaje z lisk autoryzowanych wytwércow. Zwéd
uwag, iz tylko autentyczny wytwoérca nmie takie dane umiei¢ w kodzie, poniewa tylko on
posiada klucz, za pomgdtorego dane te zostaly zaszyfrowane. Klucz pabijicpozwala je
jedynie rozszyfrowa

Oczywiscie dane umieszczone w ten sposob w jakmmodukcie musg go jednoznacznie
opisywa, aby nie mana byto wycac¢ zaszyfrowanego kodu i wkiedo innego produktu. Jednak
nie jest to ja problem szyfrowania tylko implementacji systemuawierdzania autentyczsoi.

Na tej samej zasadzie funkcjonuje tzw. podpis ebelktzny zwany réwnie podpisem
cyfrowym, czyli podpis na dokumentach elektronicZmya raczej - podpis towarzysy takim
dokumentom. O jego znaczeniu meawiadczy fakt, ze pastwa Unii Europejskiej wprowadzaj
przepisy, uznage podpis elektroniczny za réwnedny z odecznym. W Polsce réwnie
uchwalono w sejmie odpowiedniistave (16 sierpnia 2002 r.). Zatem w przysain zamiastd¢ do
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banku, by podpisaumowe o kredyt wystarczy takumowe zaszyfrowd, dolaczy¢ do niej podpis
elektroniczny i przestapoczt, elektronicza.

Podpis na dokumencie (tradycyjnym lub elektroniemppowinien mié nastpujace cechy:

* zapewnia jednoznaczndentyfikacg autora - nikt inny nie postugujegsiakim samym
podpisem,;

*  nie ma@na go podrold;

* nie mana go skopiowana inny dokument - mechanicznie lub elektronicznie

e gwarantujeze po podpisaniu nim dokumentu nikt nie zaavprowadzi zadnych zmian
do tego dokumentu.

Opiszemy teraz co to jest podpis elektronicznkiga nim postugiwa.
Sam podpis elektroniczny jest umownymagiem znakOw, nierozerwalnie zagianych z
podpisywanym dokumentem. Osoba, ktora chce posaégsik takim podpisem, musi najpierw
skontaktowa si¢ z centrum certyfikacji. Tam otrzymuje gakluczy - publiczny i prywatny oraz
osobisty certyfikat elektroniczny, ktéryedizie zawierat m.in. dane tej osoby i jej klucz peiahy.
Przyznawane certyfikaty elektronicznedb dostpne w Internecie, aby odbiorcy dokumentéw
mieli pewnd¢, kto jest adresatem przesyiki.

Przy postugiwaniu gi podpisem elektronicznym vme jest pajcie tzw. skrot dokumentu.
Skrét dokumentu stanowi jego jednoznaczreprezentagj jakakolwiek zmiana w teei
dokumentu powoduje zmianw jego skrocie. Skrot powstaje przez zastosowdonielokumentu
odpowiedniego algorytmu ¢dacego realizagj tzw. funkcji mieszajcej). Po utworzeniu skrétu
dokumentu, zostaje on zaszyfrowany i na statlezaviy z dokumentem (rowrigaszyfrowanym),
na podstawie ktérego powstat, i sdo identyfikacji podpisucego.

Teraz opiszemy, na czym polega podpis elektronicmyumentu. Przygémy, ze Pan A
chce wystd dokument do Pana B i podpisgo elektronicznie. Dokument znajdujeg siv
komputerze, tam rowniejest dostpny certyfikat elektroniczny Pana A. Aby wystdokument z
podpisem elektronicznym Pan A powinien nagésrprzycisk Podpisz (mamy tu na &hy
oprogramowanie, zwkane z podpisem elektronicznym). Wtedy wykonywane nagpujace
Czynnaci:

» Tworzony jest skrot z dokumentu, przeznaczonegwykyiki.

» Skrot ten zostaje zaszyfrowany kluczem prywatnymaPa.

* Do dokumentu zostaje dmizony zaszyfrowany jego skroét i certyfikat Pana Aego

kluczem publicznym.
Tak podpisany dokument jest przesytany do odbi@Pana B), np. poczielektronicza.

Odbiorca, po otrzymaniu dokumentu, podpisanego teeicznie, aby zweryfikowa jego
autentycznéc, naciska przycisk Weryfikuj. Wtedy:
» Tworzony jest skrot z otrzymanego dokumentu.
* Dotaczony do dokumentu skrét zostaje rozszyfrowany Zéat publicznym Pana A,
zawartym w jego certyfikacie elektronicznym.
o Skrét utworzony z otrzymanego dokumentu i odszy&ow skrét zostaj poréwnane.
Jeili sa zgodne, to oznaczae Pan A, czyli osoba widnigja na certyfikacie, jest jego
autorem.
Szczegdtowy opis dziatania i tworzenia podpisu ®telicznego jest opisany na stronie pod
adresemhttp://www.podpiselektroniczny.plMozna tam rownig znale¢ informacje o centrach
certyfikaciji, jak rownie utworzyt swoj osobisty certyfikat.
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